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Zur Theorie des Flächenbüschels 2. Ordnung. 


Von Otto Staude in Rostock. 





Unter den 13 Arten des Flächenbüschels 2. Ordnung !) sind zwei Arten dadurch 
gekennzeichnet, daß bei beiden die Büscheldeterminante A(}) eine vierfache Wurzel 
) = 4, hat, für die nicht alle Unterdeterminanten 2. Grades ö,,(4) von A(A), wohl 
aber alle Unterdeterminanten 3. Grades A,.(4) verschwinden. Der Unterschied 
der beiden Arten beruht nach der Theorie der Elementarteiler lediglich darauf, 
daß bei der einen die Unterdeterminanten A,,(4) den Faktor (A — /,)?, bei der 
andern nur den Faktor (A — },)! enthalten. Was gerade dieser Unterschied bei 
den Flächen 2. Ordnung für eine geometrische Bedeutung hat, ist im einzelnen 
wohl bekannt ?), kann aber in der Form noch etwas allgemeiner begründet werden. 
Dies soll im folgenden geschehen, nicht nur für zwei Flächen 2. Ordnung, sondern 


auch für zwei allgemeine Korrelationen. 


1. Hauptpunkte beim Flächenbüschel. Die beiden eigentlichen Flächen 
2. Ordnung: 


4 4 4 4 
(1) = P2; Var, on 0, oe N: N br = (0 
1 1 1 1 
bestimmen das Flächenbüschel: 
(2) —-ig=0 
mit der Determinante: 
(3) A(}) = lau — Abyıl. 


Die Unterdeterminanten 3. Grades seien mit A,:(4), die 2. Grades mit Ö,(4) 
bezeichnet, wo x und / je die Nummern 1,2,...,6 der Variationen 23, 31, 12, 14, 


24, 34 bedeuten ?®). 
Die Gleichungen: 


4 
(4) Ir (aa — bu) =0, z=1,2,3, 4, 
1 


bestimmen, wenn A = 4; eine Wurzel der Gleichung A(}) = OÖ ist, den zu dieser 
Wurzel gehörigen ‚„Hauptpunkt‘‘*) x"), der eine doppelte Bedeutung hat. Er ist 
!) Enzyklopädie der Math. III 2, S. 216. 

?2) Vgl. die neueste Darstellung in Heffters Analyt. Geom. 1923, S. 384. 

3) Staude I, Geom. des Punktes, der Geraden und der Ebene, S. 410, (4). 

*) Reye, Geom. d. Lage III (1910), S. 31. 
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die Spitze des Kegels { — A;g= 0 im Büschel; er ist aber auch ein Punkt gleicher 
Polarebene u“) in bezug auf die beiden Flächen (1). Die Ebene u®, für die bis auf 
einen Proportionalitätsfaktor: 


4 4 
(i) > (i) (i 
(5) u, = Yı AuXı = A; Sb, 
1 1 


ınag dann als die zur Wurzel A; gehörige Hauptebene bezeichnet werden; sie ist 
eine Ebene gleichen Poles in bezug auf beide Flächen (1). 


2. Hauptpunktreihen. Dabei ist zunächst angenommen, daß für die Wurzel 
7, = 4 von der Multiplizität /; nicht alle Unterdeterminanten A,,(4) verschwinden 


oder I; = 0 ist, wenn (A — A,)“ die höchste Potenz von A — A, bedeutet, die in 
allen A,(A) enthalten ist. Dann gehört zu A; vermöge der Gleichungen (4) nur 
ein Hauptpunkt, für den mit x =1,2,3 oder 4: 
(6) Dr aiki): Adi): Ad): Ad). 

Es kann aber auch sein, daß für A = 4; alle A,(4) und nicht alle ö,;(4) verschwinden 
oder 7, > 0, l; = 0 ist, wenn (A —4A,)“ die höchste Potenz von A — A, bedeutet, 
die in allen ö,:(A) enthalten ist. Dann wird aus dem Kegel f—A,g=0 ein 
Ebenenpaar, und die Gleichungen (4) bestimmen die Doppellinie dieses Ebenen- 
paares mit den Achsenkoordinaten: 

(7) 91:99:93:94:95:96 = Örı(A:) : Öxa(Al) : Öx3(A;) : Öx1(A:) : Öx5(A:) : Öxs(Ai) , 
»—=1,2,... oder 6. Sie ist dann zugleich die zur Wurzel A, gehörige „Haupt- 
punktreihe‘‘; jeder ihrer Punkte hat in bezug auf f und g dieselbe Polarebene; das 
Büschel dieser Polarebenen ist das zur Wurzel A, gehörige „AHauptebenenbüschel‘-‘ 

Reihe und Büschelachse sind ‚auptgerade‘‘, d. h. reziproke Polaren sowohl 
in bezug auf f als auf g. Es handelt sich aber hier um besondere Hauptgeraden. 

3. Hauptgerade. Im allgemeinen bestehen Hauptgerade nicht aus lauter 
Hauptpunkten. Vielmehr bestimmen die Gleichungen: 


(8) N. (a,: iu 0„Ba)pı" 2 0, eu 1, 2, ... 6, 
_ l 
wo po, eine Wurzel der Gleichung 6. Grades: 
(9) (eo) = |auı — Eßau| = 0 
ist, die zu dieser Wurzel o,, gehörige Hauptgerade p). Dabei bedeuten a, und ß,: 
die Unterdeterminanten 2. Grades!) der Determinanten A = Ja,| und B= |b,.|. 


Die Hauptgerade p'”) hat in bezug auf f und g dieselbe reziproke Polare p’, für 
die bis auf einen Proportionalitätsfaktor ?): 


6 6 
(m) ‚ „ m 
(10) it Re: 
l 1 


indem % die komplementäre Variation zu x bedeutet). Dabei ist p”' auch Haupt- 


!) Staude I, S. 410, (4). 
2) Staude II, Geom. der Kegelschnitte und Flächen 2. Ordn., S. 835, (4). 
») Staude 1, S. 411, (11). 
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gerade und gehört, wie hier nicht weiter ausgeführt werden soll, zu der zu 0, rezi- 


proken Wurzel op, = der Gleichung (9). 


A 
Bo, 

Durch Multiplikation der Gleichung (10) mit p” und Summation über x 
ergibt sich: 


6 6 6 


6 6 ) 
\, nm) n’m) —_ % \/ (m) mim) — = (m) nm) 
Bl PP FRE PuPpy" P; 


oder, unter Verwendung der allgemeinen Abkürzungen: 


6 6 
{07 Y 
PR (m) „{n) . (m) „n{n) 
(11) P nn a >z N GP, P, ’ Yuan u N: 2 P,p“ P,' ’ 
1 l 1 


1 


das Resultat: 
6 
(12) Im 7 On Y nm cu 2 a p! I 


Dabei bedeutet „= 0 oder y,„ = 0, daß p"” Tangente von f oder g ist und 
kommt in (12) zum Ausdruck, daß, wenn eine Hauptgerade p"”) Tangente der einen 
Grundfläche ist, sie auch Tangente der anderen ist in dem Punkte, in welchem 
sie von ihrer reziproken Polaren p’) geschnitten wird. 

4. Zwei oder mehrfache Wurzel. Wenn zur Wurzel A = A, eine Haupt- 
punktreihe q in (7) gehört, so ist A; wegen /,> !; mindestens Doppelwurzel, also 
A(},) =0 und 4’(A) =0. Es ist aber für die Determinante (3): 


4 4 1 6 6 


(13) —AA)= 7 Mb,Aa, 54’) = N BA). 
1 1 1 1 


Andrerseits folgt aus (7), abgesehen von einem Proportionalitätsfaktor: 
(14) vg = 6A), 


wo der Index m andeuten mag, daß die Hauptgerade g zur Wurzel o, von (9) 
gehört. Damit wird aus (13): 


Br > EN a 
(15) 5 4”(A)= Sr WB, gm = Nr VB, pm pi" = Yun 
1 1 1 1 


wenn rechts statt der Achsenkoordinaten g die Strahlenkoordinaten p der Reihe 
eingeführt werden. Aus (15) und (12) folgt dann: 
N g 6 
(16) ) 0.4 (A,) P.. OP mm Lo On Y um P B pP" pI". 


1 
Diese Gleichung besagt aber: 


I. Gehört zu einer Wurzel A, eine Reihe von Hauptpunkten x“) und ein Büschel 
von Hauptebenen u® (l,>1,1;>0,1’=0), so liegen Reihe p"” und Büschel- 
achse p'”) windschief oder vereinigt, je nachdem A, eine zweifache (l; = 2) oder 


mehrfache Wurzel (l;, = 3, 4) ist. 


d. Weitere Unterscheidung der vereinigten Lage. Bei einer dreifachen 


Wurzel A,(l, = 3) der Gleichung A(A) = 0, neben der dann noch eine einfache 
1* 
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/, vorhanden ist, haben p) und p’®) bei ihrer vereinigten Lage nur einen Punkt 
gemein, da dann, wie nur kurz erwähnt sei, p’) durch den zu A, gehörigen Haupt- 
punkt x’ geht, der von der Hauptpunktreihe p” getrennt liegt. 


Dagegen bleibt bei einer vierfachen Wurzel A,(l, = 4) die Frage offen, ob 
dıe beiden Strahlen p” und p’® bei ihrer nach (16) vereinigten Lage nur einen 
Punkt gemein haben oder ganz zusammenfallen. Wir betrachten dazu die beiden 
Fälle ,=4l =2 ode 1, li’ =0, wo entweder (A — A,)? oder (A — 4,)! die 
höchste Potenz von A — 4, ist, die in allen Unterdeterminanten A,,(A) vor- 
kommt. Es ist dann A = A, zweifache oder einfache Wurzel aller A,,()) und ver- 
schwinden daher für A = A, neben 4,,(4) auch alle Differentialquotienten A,,(A) 
oder nicht alle Ay.(A). 


6. Das Verschwinden der A4,,(4). Nun ist z.B. aus: 
a Abz a — Ab a — Aby| 
(17) Ays(A) = — | Qgı — Abzı Gyg — Abzz Ay — Abzı | 
| Qgı — Abgı Ms — Abs ga — Abgas 
der Differentialquotient: 
(18) A12(4) - Dz1Ös6(A) — dagÖg4(}) — bagÖg2( A) 
— bz,Ö56(4) + bagö5a(A) + dzadse(A) 
+ da1d1s(A) — basdıalA) — Baadız(A) 
oder nach (14) mit Weglassung des Index m: 
(19) A124) = 5219696 — d23969a — P2a 161: 
— 5319596 + 5339594 + 8349502 
+ 5419196 — da3919a — DaaTı 92 
oder, wenn u und v irgend zwei durch die Achse g gehende Ebenen sind: 
bzı das dia Ur % 
bzı das da Uz da 
(20) Aj,(4) = du di du u u| = — Bi3 
u 4% u 0 0 
,_ % 9% 00 








und so allgemein: 
(21) Alk) = — Bu, 

wo B,; die Unterdeterminante von b,, in der zweifach geränderten Determinante: 

bdyr die dis dia ur dı 

| bzı dan das bza Uy ©; 

(22) Be _ ba1 Da Da3 ba4 Us 7 


 dgr dao Das das Ur da 


um, u u, 0 0 
'.» % u 00 





bedeutet. Die 10 Gleichungen: 
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(23) B, = 


sind aber gerade die überzähligen Bedingungen dafür, daß g=uxv eine Er- 
zeugende der Fläche g ist!), wonach sie mit ihrer reziproken Polaren g’ ganz zu- 
sammenfällt. Es folgt somit im Anschluß an Satz I: 


Il. Gehört zu einer vierfachen Wurzel }, von A(}) eine Reihe von Haupt- 


punkten x)... und ein Büschel von Hauptebenen u®...(,=41l = 2,1,’ =), 
so fallen Reihe p und Büschelachse p’ ganz zusammen, wenn alle A},(4,) = 0 sind 
(l; = 2), während sie sonst (l, =1) nur einen Punkt gemein haben. 


7. Weitere Folgen. Im Falle , =4,4h =2,1’=0 fallen also die zur 
Wurzel A, gehörige Hauptpunktreihe p und die Achse p’ des entsprechenden 
Hauptebenenbüschels in einer Erzeugenden der Fläche g zusammen. Nach dem 
Begriff des Hauptpunktes gehört diese Erzeugende auch der Fläche f an und 
haben f und g in jedem Punkte dieser gemeinsamen Erzeugenden dieselbe Tan- 
gentialebene. 


Da die Hauptpunktreihe zugleich die Doppellinie des Ebenenpaares f— /,g=0) 
ist, so ist diese Doppellinie eine Erzeugende der Fläche g, so daß jede der beiden 
Ebenen des Paares die Fläche g außer in dieser Erzeugenden noch in einer anderen 
Geraden schneidet und beide Ebenen des Paares Tangentialebenen der Fläche g 
sind. Die Grundkurve fxg oder f— A,gxg des Büschels besteht daher aus 
einer doppelt zählenden Geraden und zwei windschiefen, jene schneidenden Ge- 
raden ?). 

Im Falle ,=4, 1, =1,1’=0 haben Hauptpunktreihe p und Achse p’ 
des Hauptebenenbüschels nur einen Punkt gemein und sind in diesem konjugierte 
Tangenten beider Flächen f und g. Nach den Lürothschen Sätzen ?) über die 
Sımultaninvarianten von f und g muß aber bei einer vierfachen Wurzel 4, (l, = 4, 
ıı = 2,1, 1} =0) die Achse des Ebenenpaares f— A,g =0 Tangente und we- 
nigstens eine der beiden Ebenen des Paares Tangentialebene von g sein. Daher be- 
steht die Grundkurve f — A, gx g aus einem Geradenpaar und einem durch dessen 
Doppelpunkt gehenden eigentlichen Kegelschnitt ). 


8. Hauptpunkte bei zwei Korrelationen. Bei zwei Korrelationen oder rezi- 


proken Verwandtschaften zweier Räume z,u und r’, u: 
4 4 


4 4 
(24) fix’, x) = % Sr au =0, glx,x) = ): VW buxıaı = 0 
1 1 1 l 


verstehen wir unter einem Mauptpunkt x des ersten Raumes einen solchen Punkt, 
dem in beiden Korrelationen dieselbe Gegenebene u’ des zweiten Raumes ent- 
spricht und unter einem Hauptpunkt x’ des zweiten Raumes einen solchen Punkt, 
dem in beiden Korrelationen dieselbe Gegenebene u des ersten Raumes entspricht. 
Die Hauptebenen u und u’ haben als Gegenebenen von Hauptpunkten die dual 
entsprechende Bedeutung. 


1) Staude Il, S. 803, (19); (39). 
2) Heffter, a. a. 0. S. 384. 
®) Lüroth, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), S. 408. 
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Die Hauptpunkte bestimmen sich aus den Gleichungen: 


4 4 
(35) (a, Ab) =0,#=1,2,3,4; Sr (a,— 15,)2.0 = 0, 1=1,2,3, 4, 
1 


1 

wo 4, eine Wurzel der Gleichung: 

(26) A(R) = |ayı — Ab.l —=( 
ist. Zu jedem Hauptpunkt x, x’ gehört dann als Gegenebene eine Haupt- 
ebene u’, u®, 

9. Hauptpunktreihen. Wenn für die Wurzel A, nicht alle Unterdetermi- 
nanten A,(4) verschwinden, also /; = 0 ist, gehört zu A, ein bestimmter Haupt- 
punkt in jedem der beiden Räume. Wenn aber l;>0,1’=0 ist, gehört zur 


Wurzel A, eine Hauptpunktreihe in jedem Raume. Für die Achsenkoordinaten 
q und g’ dieser Reihen ist entsprechend (7): 


(27) 91:92:93: 94:95:96 = Örı(Ai) : Öx(A;) : Öus(Ar) : Öxı(Ar) : Öx5(A) : Öus(Ai), 

91:92:93:94: 95:96 = du (A) : da (A): ds (A): Öu(A:): ÖslA:) : 6a (A:), 
si=41,2...: oder ©, 

Jeder Punkt einer solchen Reihe hat in beiden Korrelationen dieselbe Gegen- 


ebene und die beiden Büschel dieser Gegenebenen sind die zu A, gehörigen Haupt- 
ebenenbüschel. Die Reihen und die Büschelachsen sind Hauptgerade. 


10. Hauptgerade. Im allgemeinen ist nämlich eine Gerade p des ersten 
Raumes eine Hauptgerade, wenn ihr in beiden Korrelationen dieselbe Gegengerade 
p’ im zweiten Raume entspricht, die dann ihrerseits eine Hauptgerade des zweiten 
Raumes ist. Die Hauptgeraden beider Räume bestimmen sich aus den Gleichun- 
gen, entsprechend (8): | 


6 6 
(28) 2 (ar — oBa)pı = ®, „=1,...,6; Dr (anı — Oo Ba) Pr = 0, i=1....,6, 
1 1 


wo o eine Wurzel der Gleichung: 
(29) oe) = |auı — oßu| = 0 


ist. Ist p” die zur Wurzel o, gehörige Hauptgerade des ersten Raumes, so ist 
ihre Gegengerade, entsprechend (10): 


6 6 
(30) pi” PR > ap" on Om Be Baupı”. 
1 
h u A 
Sie gehört, wie hier nur kurz bemerkt sei, zur reziproken Wurzel op, = B Durch 
m 


Multiplikation mit der zu o,„ gehörigen Hauptgeraden des zweiten Raumes p’” 
und Summation über x folgt aus (30): 


6 6 6 6 6 

A) 
D» pp,” — dr s: Q,: p,” pi” =_, 2 2 ß,,p,” pi” 
1 


1 1 1 1 


und mit den allgemeinen Abkürzungen: 





nn nn 
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6 6 


6 6 
= ): l ( ee ”; Km) pin 
(31) mn = P : ap,” Pi”, Ym'n = ) Si PP," P, 
1 1 1 1 


geschrieben: 
6 
— — ' 
Onm 7 Om Ymm 7 > p” pP”. 
1 


Dieselbe Betrachtung führt mit Vertauschung beider Räume zu der Formel: 
6 


Pmm 7 Om Ym’m = )r p pr 
1 
und damit zu dem Satze: 


Sind p und p’® die zur Wurzel o,, gehörigen Hauptgeraden beider Räume 
und p’” und p” die entsprechenden des jedesmal andern Raumes, so ist: 


6 6 
(32) Onm > Om Yn’m = p.” p.'” FE B2; p® pe. 
1 1 


11. Zwei- oder mehrfache Wurzeln. Gehört nun zur Wurzel A = 4, in 
jedem der beiden Räume eine Hauptpunktreihe g und g’, so folgt aus (27), wie 
in (14), bis auf einen Proportionalitätsfaktor: 


(33) ‚mg —=Ö6 (A); 


wo der Index m andeutet, daß die Hauptpunktreihen als Hauptgerade zur Wur- 
zel o, gehören. Damit wird dann nach (13) wie bei (16): 


6 


6 
(34) MAR) = Pam = Om Ym = Sr pi" pr = rpm p®, 
1 1 


woraus folgt: 


I. Gehört zu einer Wurzel A, in jedem der beiden Räume eine Hauptpunkt- 
reihe p® = x) ..., pm =x'"... und ein Hauptebenenbüschel p'” = u’®,..., 
p” = u®"..., so liegen beiderseits Reihe und Büschelachse p” und p”, p'” und p’” 
windschief oder vereinigt, je nachdem A, eine zweifache (l; = 2) oder mehrfache 
Wurzel (l, = 3,4) ist. 

Es bleibt dann, wie unter 5, die Frage offen, ob bei vereinigter Lage Reihe 
und Büschelachse ganz zusammenfallen oder nur einen Punkt gemein haben. 
Wir untersuchen daraufhin die Fälle ,=4, li =2 oder 1, I’ =0. Der Fall 
ı=3,4=2, 1’ =0 kommt nach der Theorie der Elementarteiler nicht vor. 


12. Umformung der 4,,(4). Wie von (17) auf (19) ergibt sich auch hier 
mit Rücksicht auf (33) mit Unterdrückung des Index m: 


(35) A2(A;) = — 5119696 + B13969a + B1a9592 + 5319496 — B33949a — D34 9492 
+ 5419296 — Da3920a — DaaQ202, 
A33(4,) = — 5119595 + B12959a — D1a9593 + 5219495 — DaaQaQa + D2404 93 
— 5419395 + 8429394 — B449393; 
A33(A) = 8119695 — dı2069a + d1aQ893 — 519495 + D32949a — ÖsaQa 9a 
— 5419295 + 5429294 — Ba19293 » 
A35(4;) = 5119596 — 130594 — d149592 — PaıQaQ6 + da3949a + d2a 9492 
+ 5419396 — da39394 — Baa93Q2- 
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Um das Gesetz dieser Darstellung zu erhalten, denken wir uns die Geraden g und 
g’ je als Durchschnitt zweier Ebenen u, v und u’, v’ bestimmt und bilden die 
Determinante: 


(36) Be —| a 


baı Daz das das ug du | 
u, U U u 00 
»‚»% 00. 

Dann gibt die Entwicklung der Unterdeterminante B?/ des Elementes b,, 
aus (36) z. B.: 


(37) B35 — D119696 + 5339494 + 5449292 — d3194196 — B13969a — B1a9692 
| — 5419296 + dsa9492 + da39394 = — Asa(A,) 








und so allgemein: 

(38) A,1(A,) _ — Bu. 

II. Wenn also für eine Wurzel }, nicht nur alle A,ı()), sondern auch alle 
A,ı(}) verschwinden, aber nicht alle ö,(), so ist dies gleichbedeutend damit, daß für 
die Hauptpunktreihen p® = gm = z®...=uxv und p® = gw = x’W...=uxv 
alle 16 Unterdeterminanten B?} der Elemente b,, der Determinante (36) ver- 
schwinden. 


13. Das Verschwinden der B?/. Besteht die Gleichung g(x’,x) =0 der 
zweiten Korrelation (24) zwischen den Punkten x’ und x, so liegt jeder auf der 
Gegenebene des andern. Ist daher diese Gleichung identisch erfüllt für alle Punkte 
x einer Geraden g und alle Punkte x’ einer Geraden g’, so gehen die Gegenebenen 
aller Punkte x durch die Gerade g’ und die Gegenebenen aller Punkte x’ durch 
die Gerade g, d.h. die Gerade g’ ist die Achse des Ebenenbüschels, welches der 
Punktreihe g, und die Gerade g die Achse des Ebenenbüschels, welches der Punkt- 
reihe g’ vermöge der Korrelation g(x’, x) = 0 entspricht. 

Nimmt man nun als Gleichungen der Geraden g und g’ in laufenden Ko- 
ordinaten x und x’ die beiden): 


a9, S atı = — 0622 — 9o7s | 98 = — 9523 — 9623 
( ) | Pe 2 u 
ala = — Ialg + Gas au=—-6%+9% 
und verlangt, daß die Gleichung: 
4 4 
(40) g(x',0) = x Yebuaiz = 0 
23 


für alle Punkte x’ und z der beiden Geraden identisch erfüllt wird, so muß die 
durch Einsetzen der Werte (39) für &,, 24, 2), 24 In (40) entstehende Gleichung 
in den noch übrigen Koordinaten &,, X;, 23, z, identisch erfüllt sein. Sie nimmt 
aber dann mit Rücksicht auf (37) die Form an: 


1) Staude I, S. 323, (9). 
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(41) By & % + Bi I, — Bi 2%, — Bu % =, 
so daß sein muß: 


Indem man dann statt (29) die andern gleichberechtigten Gleichungen !) der 
Geraden q und g’ nimmt, ergibt sich so allgemein: 


III. Dann und nur dann, wenn die 16 überzähligen Bedingungen: 
(43) Bit =0 


erfüllt sind, ist die Punktreihe q’ die Achse des Ebenenbüschels, welches in der Kor- 
relation (40) der Punktreihe g entspricht, und die Punktreihe q die Achse des Ebenen- 
büschels, welches der Punktreihe gq’ entspricht, d.h. q und g’ sind Gegengerade in 
der Korrelation (40). 


14. Vereinigung der Sätze I—III. Gehört nun, wie in Satz I, zur Wurzel 
}, in jedem der beiden Räume eine Hauptpunktreihe p” = g") und p’® = g’ 
und ein Hauptebenenbüschel mit den Achsen p’” = g’" und p” = gq", wobei 
q) und g’”, sowie g’® und gq" Gegengerade sind, so ist die Bedingung !; = 2 
nach Satz II gleichbedeutend mit dem Verschwinden aller 16 BY}”””, Dann 


sind aber nach Satz III 9") und g’®) Gegengerade und fällt g” mit g", q’» mit 
g’” zusammen. Also: 


IV. Je nachdem , =4, i =2,V" =0 del, =3,4, b=1, ii =0 is, 
fallen in beiden Räumen Hauptpunktreihe und Hauptebenenbüschelachse p"") und 
p”, pP” und p’” bei ihrer vereinigten Lage ganz zusammen oder haben nur einen 
Punkt gemein. 


15. Die kanonischen Gleichungen des Flächenbüschels. Daß die Haupt- 
geraden für das Flächenbüschel (2) eine gewisse Bedeutung haben, tritt bei der 
Betrachtung der 5 Formen kanonischer Gleichungen für die 13 Formen des Büschels 
hervor. Diese Gleichungen lauten ?) bei Einführung geeigneter Koordinatentetra- 
eder mit den Ecken /,, /,, /;, /, und den gegenüberliegenden Seitenflächen 


1, ly, ig, 14: 

1. f = AgnYR + AgBaeY2 + Ag833Y3 + Agua = 0 
Be 8uYi ” 822%2 + 83343 + guY = 0 . 
= Ag: + IsY2 + Agay + 2%, 831 Y3Yı = 0 
5 





11 = gay + Eu tguYE +2 8arYayı = 0 
| fa3 — Aug #0. 
(| F= Iay3 + Faaya + 292823 YaYa + 2A181aYıYa = 0 
111 g = Sy3Ya + guayi +2 SasYays +2 8ıaYıYya = 0 
| Ia3 — Aug #0, faa — Agua #0. 


!) Staude 1, S. 323, (9). 
*) Enzyklopädie der Math. III 2, S. 217, Anm. 337— 341; Heffter, a. a. U. S. 388 f. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 2 
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| F= Aygay: + Aıguya + 2A1851Y3Yı + 2 1saYyaYya = 0 
IV g 


= gay rt Buayi +2 BarYyaYyı + 2831Y3Ya — 0 
Isa — Agua #0. 

I = Juaya + 2fasYaYa + 2A1g51YsYı + 2Aıg2ayoYyı = 0 
VI 8 EguYa + 2823YoYs +2 8sıYaYı +2 82aYaYyı = 0 
faa — Agua #0, fs — Aa + 0. 

Im Falle I sind alle vier Ecken Hauptpunkte und alle vier Seitenflächen 
Hauptebenen und zwar /, und :,, /, und z,, /, und ;,, /, und ;, als Pol und Po- 
larebenen in bezug auf beide Flächen f und g zusammengehörig, ferner alle sechs 
Kanten Hauptgerade und zwar /,/; und /,/,, /3/, und /5,/,, /,!, und /5/, als 
reziproke Polaren zusammengehörig. 

Im Falle II sind drei Ecken Hauptpunkte und drei Seitenflächen Haupt- 
ebenen und zwar /, und i,, /, und :,, /, und :, zusammengehörig, ferner vier 
Kanten Hauptgerade und zwar /,/, und /,/, als reziproke Polaren, /,/, und 
I,/, als konjugierte Tangenten zusammengehörig. 

Im Falle III sind zwei Ecken Hauptpunkte und zwei Seitenflächen Haupt- 
ebenen und zwar /, und :,, /; und i, zusammengehörig, ferner drei Kanten Haupt- 
gerade und zwar /,/, und /,/, als reziproke Polaren zusammengehörig und /,/3 
als Erzeugende sich selbst entsprechend. 

Im Falle IV sind zwei Ecken Hauptpunkte und zwei Seitenflächen Haupt- 
ebenen und zwar /, und :,, /, und i, zusammengehörig, ferner zwei Kanten Haupt- 
gerade und zwar /,/, und /,/, als konjugierte Tangenten zusammengehörig. 

Im Falle V ist eine Ecke I, Hauptpunkt und eine Seitenfläche i, Hauptebene 
und eine Kante I,/, Hauptgerade, sich selbst entsprechend. 

Die Verschiedenheit der Fälle III und IV liegt also besonders in der ver- 
schiedenen Zahl der Hauptgeraden. 

16. Hauptgerade im Falle ,=4, 4 =2, /=0. Bei der Form III mit 
Ag = 4, ist die Kante /,/, die zur vierfachen Wurzel gehörige Hauptpunktreihe 
und die Achse des Hauptebenenbüschels (vgl. 7). Zu einem beliebigen Punkte 
I’ =yı,%s3, 0, 0 dieser Kante gehört für beide Flächen f und g die Polarebene 
und Tangentialebene: 


(44) g23YaYs + 8uaYıYı = I; 


insbesondere zum Punkte /, die Ebene :,, zum Punkte /, die Ebene ı,. Die Glei- 
chungen (8) der Hauptgeraden werden im neuen Tetraeder /,/,/,/,, wenn die 
Strahlenkoordinaten hier mit r bezeichnet werden: 


— (MR —o)r, =0, gaguldi —o)rs + guldılas — 0833)75 = 0, 





— 8asg1ald1 — o)r =, Hl -o)n =0, Basgulfi —e)r 
(45) - + 893(Aı aa — 08a) = 0, 


gıaldı las — 0833)r2 — 8as8ıaldi — O)T3 + SaslAılaa — 08u)75 
+ (fa faa — 0833814)? = 0. 





Für die einzige Wurzel o = 4? der Gleichung (9) folgt hiernach mit Rücksicht 
auf die Voraussetzungen f33 — Ay&33 + 0,: aa — Aıga + 0: 
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(46) r,=0, gıallas — Aıgs3)ra + Baslfaa — Argu)r5 = 0, 
wozu noch die Bedingung: ryr, + rar, = 0 hinzutritt. 

Es gibt also 00? Hauptgerade, die wegen r, = 0 alle die Kante I,I, schneiden. 
Aber nicht jede die Kante /,/, schneidende Gerade ist Hauptgerade. 

17. Hauptgeradenebenen. Wir fragen daher, welche durch einen beliebigen 
Punkt /’= y},%s, 0, O0 der Kante /,/, gehenden Geraden Hauptgeraden sind. 
Ist / = Yı, Ya, %5, Ya ein beliebiger Punkt einer durch /’ gehenden Geraden, so sind 
deren Strahlenkoordinaten: 


(AT) n=ydy, Tr = —Yı9yı T3=Yıy —-YYyı, a NYs 5 yyn rm. 
Soll diese Gerade den Gleichungen (46) genügen, muß sein: 
(48) Sıallas — Aıss)YıYa — Bas(laa — Aıgaa)YeYyı = 0: 


Alle durch den Punkt I’ gehenden Hauptgeraden liegen also in der durch die Kante 
I,I, gehenden Ebene (48), der „Hauptgeradenebene‘‘ von I’, und jede in dieser Ebene 
durch /’ gehende Gerade ist Hauptgerade. 


Diese Ebene’(48) ist aber nach (44) die Polarebene des Punktes: 


(49) I" :yy = Bäallaa — Aıgu)Y2, Y = — EHallıs — Ags)yı, Y =0, ya =, 
der mit /’ in der Beziehung steht: 
(50) allas — Aıgas)YıYyı + Eislfaa — Area) Y2Ya > 


Da diese Gleichung in /’ und /” symmetrisch ist, so folgt: 


Je zwei durch die Gleichung (50) verbundene Punkte der Kante I,I, stehen in 
der Beziehung, daß die Polarebene des einen die Hauptgeradenebene des andern ıst. 


Insbesondere gilt dies von den beiden als Ecken I, und I, gewählten Punkten 
der Hauptpunktreihe /,/,. Die durch /, gehenden Hauptgeraden liegen nach (48) 
in der Polarebene :, von /, und die durch /, gehenden Hauptgeraden in der Polar- 
ebene ;, von J,. 


18. Entsprechende Hauptgerade. Eine durch /, in i, gehende Gerade, 
welche die Kante /,/, in /,=0, y%, 0, y2 schneidet, hat die Gleichung: 
(51) Yya-Yyya=td, Y—. 
Die Polarebenen von /, und /, in bezug auf g sind: 
YO, BıayaYyı + S2aYRYs + Bayayı = 0, 
also ist die reziproke Polare von (51) in bezug auf g und f: 


(52) BraYaYı + 83 Y2Y = 0, MI. 


Der durch I, ın iz gehenden Hauptgeraden (51) entspricht als reziproke Polare 
die durch I, in ı, gehende Hauptgerade (52). 


Insbesondere für „3 = (0, y2 = 1 sind bei der für 15, III getroffenen Wahl 
des Koordinatentetraeders die Kanten /,/, und /,/, Hauptgerade und reziproke 
Polaren. Für y3 = 1, y4 = 0 ergibt sich die Kante /,/, als Hauptgerade und ihre 
eigene reziproke Polare. 


9% 
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Die beiden Ebenen (44) und (48) fallen nur zusammen, wenn: 


(53) Glallss — A183) Yı? + Bisllaa — Agu)y = 0. 

Auf der Kante /,/, gibt es also zwei bestimmte Punkte, in denen die gemein- 
same Tangentialebene der beiden Flächen f und g zugleich die Ebene der Haupt- 
geraden ist, die durch einen solchen Punkt gehen. Diese Hauptgeraden entsprechen 
sich dann paarweise als konjugierte Tangenten beider Flächen und unter diesen 
befinden sich zwei zusammenfallende Paare, die gemeinsame Erzeugende beider 
Flächen sind. Da aber zu diesen jedesmal die Kante /,/, gehört, so folgt: 


Unter allen durch die einzelnen Punkte der Kante I,I, büschelweise hindurch- 
gehenden Hauptgeraden befinden sich, außer der Kante I,I, selbst, noch zwei, die sich 
selbst entsprechen und daher gemeinsame Erzeugende der beiden Grundflächen sind. 





ann 
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Metazyklische Minimalbasis und komplexe Primzahlen.') 


Von Samson Breuer ın Karlsruhe ı. B. 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit führt die Frage nach der Existenz von für die An- 
wendungen besonders geeigneten metazyklischen Minimalbasen von Primzahl- 
grad auf Fragen von rein zahlentheoretischer Natur zurück. Unter einer ‚‚meta- 
zyklischen (zyklischen, halbmetazyklischen, vollmetazyklischen usw.) Minimal- 
basıs vom oder für den Primzahlgrad p‘‘ versteht man p algebraisch unabhängige 
rationale Funktionen von p Unbestimmten x,, die sämtlich dem Invarianten- 
körper der betreffenden metazyklischen Permutationsgruppe des Grades p 
angehören und diesen Körper erzeugen. Man nennt sie überdies rational, wenn 
ihre Koeffizienten einem vorgelegten, i. a. dem absoluten Rationalitätsbereich 
N, angehören. Die Bedeutung einer solchen Minimalbasis liegt darin, daß sie 
einmal erlaubt, über einem beliebigen endlichen algebraischen Zahlkörper alle 
Galoisschen Körper der entsprechenden Gruppe zu bilden, und daß sie ferner 
die Möglichkeit gibt, die Koeffizienten der auflösbaren Gleichungen p-ten Grades, 
diese nach ihren Galoisschen Gruppen getrennt, durch p unabhängige Parameter 
darzustellen. 

Im $ 1 wird nach Erklärung der angewandten Bezeichnungen ein vom Ver- 
fasser schon früher ?) abgeleiteter Satz erweitert bei wesentlicher Vereinfachung 
der Beweisführung. Durch birationale Transformation der Unbestimmten x, 
wird nämlich der Körper R((x)) aller rationalen Funktionen der Unbestimmten x, 
in zwei Teile gespalten, deren einer von n +1 vollmetazyklischen Funktionen 
der x, abhängt und also ein Unterkörper sämtlicher metazyklischer Invarianten- 
körper ist. Daher braucht weiterhin nur noch der zweite, von n ‚„‚Unbestimmten‘“ 
abhängende Teilkörper betrachtet, d.h. es brauchen für sämtliche metazyklischen 
Minimalbasen nur noch je n weitere Basisfunktionen bestimmt zu werden. 

Im $2 wird untersucht, wann diese Aufgabe auf die Bestimmung der Minimal- 
basen für die zyklischen Permutationsgruppen 2n-ten bzw. n-ten Grades zurück- 
geführt und so eine „spezielle Minimalbasis erster Art‘‘ bestimmt werden kann. 


!) Über einen Teil dieser Arbeit hat der Verfasser auf der Naturforscher-Versammlung in 
Innsbruck 1924 vorgetragen. 

2) Breuer, Zur Bestimmung der metazyklischen Minimalbasis von Primzahlgrad, Mathematische 
Annalen 92, 1924; im folgenden zitiert mit B. 
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Dies ist dann und nur dann möglich, wenn erstens p als Norm einer „komplexen 
Primzahl“ im Körper der p — 1-ten Einheitswurzeln dargestellt werden kann, 
und wenn zweitens im gleichen Körper eine komplexe Einheit von bestimmten 
Eigenschaften existiert. Die letztere Bedingung fällt bei den sogenannten „‚Fermat- 


schen Primzahlen“ fort; sie ist stets erfüllt, wenn > gleichfalls eine Primzahl ist. 


Im $ 3 wird untersucht, wann diese Reduktion auf die zyklischen Minimal- 
basen 2n-ten Grades ohne die Zerspaltung des $ 1 vorgenommen und eine für die 
Anwendungen, namentlich auf die Theorie der Gleichungen, noch mehr geeignete, 
weil vollkommen symmetrisch gebaute, ‚spezielle Minimalbasis zweiter Art‘ be- 
stimmt werden kann. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn nicht nur die 
Bedingungen für die Existenz einer „speziellen Minimalbasis erster Art‘ erfüllt 

1 
2 
komplexe Einheit von bestimmten Eigenschaften existiert. 

Im $ 4 werden die vorhergehenden Untersuchungen an einer Reihe von 
Beispielen (p = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23) erläutert und angewandt. 





sind, sondern weiterhin auch noch im Körper der -ten Einheitswurzeln eine 


$ 1. Bezeichnungen; Reduktion auf » Unbestimmte. 

Im folgenden bezeichne p = 2n + 1 eine Primzahl, e eine primitive p-te Ein- 
heitswurzel, g eine primitive Kongruenzwurzel von p; e und g seien beliebig, aber 
fest gewählt. (Im $ 4 wählen wir für g stets die kleinste positive primitive Kon- 
gruenzwurzel von p.) Die auftretenden Indizes sollen folgende Werte durchlaufen: 
IJh=0,1,..„n—1;t=1,2..,„r—1; u =01,..,pP—2; 9v=0,1,..,p—1. 
Mit a; bezeichnen wir die n-ten Wurzeln der Einheit, mit a irgendeine unter ihnen; 
desgleichen mit ß; und ß die n-ten Wurzeln der negativen Einheit; 9, bzw. 9 
sei die gemeinsame Bezeichnung für beide, d. h. für die 2n-ten Wurzeln der Einheit. 
Mit x, bezeichnen wir p Unbestimmte. Ist dann 


1 
(1) Yo((2))?) = r7 otLıt + %-ı) 
und 
(2) =— te +" +. + ee, i), 
so ergibt, die Auflösung dieser p Gleichungen nach den «,: 
9) n=cet’htret’khtet”kt + ud + H((8)). 


Weiter sei 











ee ee 

1) Mit (x) kürzen wir in üblicher Weise (x, 21, » - -, 2?—ı) ab, also p(29, X, . - „, 2p—ı) mit y((z)). 

?) Die in B. mit r; bezeichneten Größen . treten hier nicht auf; die Größen - T j Sind 
dort, im $ 2, nur für spezielle Werte von p eingeführt und anders bezeichnet; für £, ist ebendort 


n; gesetzt. 
®) Die Indizes der (x) sind auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod p) zu reduzieren, 
desgleichen die der (X), (g), (r) und der nachher einzuführenden (v) (mod 2n); überdies ist für 
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Wir bezeichnen ferner die erzeugenden Elemente der vollen linearen (oder meta- 
zyklischen) Permutationsgruppe mit 


(5) ge (re ie): I m (is lg Yprye ne, Zope) t). 


Ersetzt man in den Koeffizienten einer Funktion der (x) die Einheitswurzel e durch 
€ — wobei diese beiden Größen also nicht etwa gegenseitig vertauscht werden —, 
so bezeichnen wir diese Operation mit E. Eine Funktion der (k), der (q) oder 
der (r) ist nach (2) und (4) stets auch eine solche der (x). Wir bezeichnen sie als 
eine S-Funktion oder ST*-Funktion der (k) usw., wenn sie die Vertauschung $ 
bzw. 5 und 7* duldet; dabei sei & irgendein Teiler von 2n, die Teiler 1 und 2r mit 
eingeschlossen. Wir betrachten im folgenden ausschließlich rationale Funktionen 
der (x), (k) usw. Wo wir eine Funktion ausdrücklich als rational bezeichnen, wollen 
wir damit sagen, daß auch ihre Koeffizienten dem zugrundegelegten Rationalitäts- 
bereich A bzw., wo nichts anderes gesagt ist, dem absoluten Rationalitätsbereich 
Rt, entstammen, wenn man sie, mit Hilfe von (2) und (4), als Funktion der (x) 
schreibt. Nun geht k, bei Anwendung von S in &7*k, über, desgleichen g, in 


e#’q,, da g"=—1 (mod p) ist. Mithin ist die Funktion 
(6) ey) SERET zur 
dann und nur dann eine S-Funktion, wenn 
(7) Atgail +, +: +gP7),-e=0 (mod p) ist, 
desgleichen 
(8) v=oh 
dann und nur dann, wenn 
(9) hL+elh+telk+: +gTlh-ı=0 (mod p) ist. 


Mit v, und %, dulden auch die Funktionen v, und %;*) die Vertauschung S, welche 
aus ihnen durch die wiederholten zyklischen Vertauschungen 

(10) (Krk k,_,) u 79T PRPRE EEE ut SE 
hervorgehen. Eben diese Vertauschungen werden aber unter den (k) und (g) 


durch E oder durch 7’ hervorgerufen. Bei den v, und y; bewirken also E oder 


—1 1: V hob 
T die Vertauschungen e ) bzw. . ) oder ausführlich geschrieben 
at+1 


Al) W 


ri ER 
ee v_,) BEW. (ir ara a Ya een Ka) 


entsprechend — 1; ebenso ist nr; —(., da 


s - —ı n . 
Qn+; Sinngemäß q, zu setzen und für » j 


n+j 
gti — g’ (mod p) ist. Bei dieser Interpretation können wir also auch von den 2n Größen 
Aus Fu, {u und weiterhin y,, Zu sprechen. 


1) Siehe Fußnote 3) auf Seite 14. 


?) Die verschiedene Bezeichnung bei den ®,, und y; rührt davon her, daß zwar aus v, durch 


— 
. m W. 

n+)J y 

wird; vgl. Fußnote 3) auf Seite 14 und Formel (11). Ähnliches gilt für die X, wegen 4, = —X;; 


vergleiche (13). 


pP. 
(10) 2n wesentlich verschiedene Funktionen hervorgehen, aus y, aber nur n, da 
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Nun ist eine Funktion der (k), (g) usw. dann und nur dann in dem oben definierten 
Sinne rational, wenn sie E duldet. Die zyklischen, d. h. gegenüber (11) invarianten 
Funktionen der (v) und (y) sind daher, vorausgesetzt, daß ihre einzelnen Glieder 
die Bedingung (7) bzw. (9) erfüllen, rationale vollmetazyklische Funktionen der (x). 
Umgekehrt können alle rationalen metazyklischen Funktionen aus 9, (1) und 
Funktionen der Form v, (6) bzw. zyklischen Verbindungen der v, erzeugt werden!). 
Was wir suchen, sind p —1 solche Funktionen, die jeweils zusammen mit 99 
den gerade betrachteten metazyklischen Körper erzeugen. Ehe wir uns diesem 
Problem selbst zuwenden, führen wir nun noch die Größen 


(12) = 2 


ein und bemerken, daß die r, (4) und y, (12) durch E oder T', d.h. durch (10) 
bzw. (11) die gleiche Vertauschung, nämlich u bzw. iR oder 

13) (Pos Fis +++ nis —Tgs — Ti: — Mi) bzw. 

(Ko» X» + An-ı13 —Xos —Xıs + — In) 

erfahren. 

Die Aufsuchung der metazyklischen Minimalbasen wird nun, gleichzeitig 
für alle metazyklischen Körper des Primzahlgrades p, wesentlich vereinfacht 
durch den folgenden 

Satz 1: Der Körper R((x))?) läßt sich durch birationale Transfor- 

mation der Unbestimmten (2) in zwei Körper Rp. P1 ---, Pn) 
und R(Q,, 01, ».., Qn-ı) zerlegen, deren einer von ni voll- 
metazyklischen Funktionen 9, 1: -, In der (2) erzeugt wird. 

Es möge noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß die Funktionen 
(p) und (OO), ebenso wie die beiden Zerlegungskörper, e nicht enthalten. Der 
Körper R((p)) ist also in allen metazyklischen Körpern enthalten. Um von dem 
Körper R((x)) zu den einzelnen metazyklischen Körpern zu gelangen, brauchen 
wir daher nur noch den Körper R((Q)) schrittweise einzuschränken, d. h. wir müssen 
seine erzeugenden n Elemente (0) durch genau n S-Funktionen bzw. ST*-Funk- 
tionen usw. der (0) ersetzen, die den Körper aller S-Funktionen usw. der (®) er- 
zeugen und also zusammen mit den ein für allemal bestimmten Funktionen (9) 
die gesuchte Minimalbasis bilden. 

Die in obigem Satze erwähnte birationale Transformation kann durch 


folgende Gleichungen vermittelt werden: 
s—1 n—1 


n—1 
a 1 Pd Pj+ı 7 = (Ada 7 Fa d,; wi, OnFjrn- 
v v 


v0 


Beweis: Zunächst erkennt man bei Beachtung von (4), (13) und Fußnote 3) 
S. 14 sofort, daß Q,, wie verlangt, eine „rationale“ Funktion der (x) ist, da die 


!) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I. $$ 191, 192. 
?) Mit R((x)) bezeichnen wir den Körper aller rationalen Funktionen der (x), deren Koeffi- 
zienten einem beliebig vorgegebenen Rationalitätsbereich R entstammen. 
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n Glieder dieser Summe durch E nur zyklisch (ohne Vorzeichenänderung!) ver- 


ip+n4 lk 


—jpo—n irn zjiptn+l __ 
tauscht werden. Da ferner g, k,=khın KM = Aura rn 


ist, SO 
p—2 


.. . . Ey . . 
können wir auch schreiben: @,,, = In qjp+"+!k,. In dieser Form erkennt man, 


daß @,,, die Vertauschungen (10), d.h. T und E duldet. Da aber das Leitglied 
auch die Bedingung (7) erfüllt, so ist P;;„ Wie verlangt, eine rationale voll- 
metazyklische Funktion der (x); das gleiche gilt selbstverständlich für @,. Wir 
haben nun noch zu zeigen, daß die Gleichungen (14) auch rational nach den (x) 
aufgelöst werden können. Dazu genügt es im Hinblick auf (3), wenn wir zeigen, 
daß erstens das Gleichungssystem (14, 3) nach den r, aufgelöst werden kann, 


i+r 
womit nach (4) auch die q, = ;„——" bekannt sind, und daß weiter das System 


(14,2) nach den k,, d.h. den n Größen ky ki, - - -, An-ı, aufgelöst werden kann: 
d. h. wir müssen zeigen, daß die Determinanten dieser Systeme nicht identisch 
für alle Werte der Unbestimmten (z) bzw. (g) verschwinden !). 
» : 
Bezeichnen wir für den Augenblick q, =, (8, +5,) —= u,, so können 
wir die Determinante D, von (14, 2) folgendermaßen umformen: 


1 


ER jp+tn-+1 — DR, — ur 5 s jp+n+l —jp—n— 11 
D, rm + In Mei (991 ER 5 “7 Er In j 


2j+1 —2j—1ı 
+ 


1 
un (9,9, 5 a N | {51 
Nun ist aber 


—112j+1 2j+1 1 27 +1 2j—1 —2j+1 
IN 


+ m ') Fu ze. te... +} ') (S, + u) 


2j+1 


Mithin kann man die Determinante {s}*"+s,”""} durch Addition geeigneter 
Vielfacher darüberstehender Zeilen, von der untersten an angefangen, in die Form 
bringen: 


2j+1 11 _J —1127+1) _ Jr 1, i\ 
(5 +5 s-rıwara I ya = (Wa Un)? Uny 
1 
(h,j=0,1,...n—]) = (ul, Wu) Au,, 
wo Au, das Differenzenprodukt der u, bedeutet. Mithin wird 
1 p p p PP. p e . 


 D,=11g2 -IIgE +gq, ?)-Alg2 +q,?) = +, )-Agd+q, 
also nicht identisch Null. 

Die Determinante D, von (14, 3) hängt überhaupt nicht von den (x) ab; 

ihr Zahlenwert ist leicht zu berechnen. Schreibt man nämlich (14, 3) ausführlich 


und setzt für aa wieder —r,, so wird 





1) Daß die Auflösung von (14) nach den (x), sofern sie überhaupt möglich ist, nur Koeffi- 
zienten aus R, enthält, folgt daraus, daß wie vorher gezeigt, für (14) selbst das gleiche gilt. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 3 
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% = ont ton tee ton tee Hann 
Q, TEN ifo 7 Cor, r ar, ee ; Gr, RER PL FR 
(15) Q, Bu ze u neh 1 Aue FR Er C, ı 7; it or; + Errıyı 


Die Determinante D, dieses Systems ist also „schiefzyklisch“. Bezeichnen 
wir für den Augenblick 
Grat + Ham Fiß), 
D; = F(ß,) FB)  Fiße) Fifa) ). 
Beachtet man weiter, daß d,; = ee — 8" und ß" = —1 ıst, so erhält man 
Fp)=er+ßer ++... + Te 
4 B" eo" dr a + ne + B” ie ie Zu (B, e), 


d.h. gleich einer Lagrangeschen Resolvente der Gleichung 


ar Lg... tet1l=0. 


so wird 


Mithin wird 


(16) D; = (Bo; &) (Pı> €) (Pa, &) ** * (Pu-ı, E)- 
Ist nun n= 2m, so sind die (8) paarweise reziproke Zahlen; ist n=2m +1, 
so enthalten sie außer den m Paaren reziproker Zahlen noch die negative Einheit. 3 
Nun ist aber | 
(17) (ß; €) ? (BT, €) _ p"p ni 
wie aus der Theorie der Kreisteilung bekannt ist ?), und diese Formel gilt bei un- 
geradem n auch speziell für $= — 1; in diesem Falle wird also (— 1, e) = V—p- 


!) Diese Formel ist unabhängig von der Bedeutung der Elemente von D;. Seien nämlich 
die £, für den Augenblick Unbestimmte, so multiplizieren wir D, mit dem stets von Null verschie- 
denen Differenzenprodukt 


D, = 7A er 


2 n—1 
1 Pn—ı Pn—ı Pi 








minanten, so findet man 

Fo) Bo FB) B-FB) --- A FR) 
h) 2 n—l 

2 D Sie F@®,)), P, in F@,) Pi} s F(B,) ..r. Pi F(B,) da FF) ’ F,) ce FR,_ı) j D; : 
ae I ar DEE a D,- FB): Fa)... Fan. 








I, I ud RU, 2) AN 


Vergleiche R. F. Scott, Note on a determinant theorem of Mr. Glaisher's. The Quarterly Journal of 
pure and applied mathematies XVII, 1881, p. 129—132. 
*) Vergl. etwa Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl. (1898), I. $ 177, Formel (3). 
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Mithin wird für n = 2m durch Einsetzen von (17) in (16) erhalten D, = (— p)”; 


für n=2m +1 dagegen D, = (— p)"-Y— p; also allgemein D, = (— p)? +0, 
w. z. b. w. 


$ 2. Spezielle Minimalbasen erster Art; 
Zusammenhang mit den komplexen Primzahlen. 


Wir haben nunmehr die Körper der S7*-Funktionen der (0) zu betrachten 
und für sie Minimalbasen zu suchen. Statt dessen können wir auch — und das 
trifft den Kern der Aufgabe — die Körper der „rationalen“ ST*-Funktionen der (g) 
betrachten und für diese die Minimalbasen suchen; denn der Körper R((g)) ent- 
steht aus R((@)) durch Adjunktion von e. Alle $-Funktionen der (g) überhaupt 
lassen sich aus solchen Funktionen %; (8) zusammensetzen, welche die Bedingung 
(9) erfüllen. Eine Minimalbasıs für diese Funktionen y; wird nun z. B. durch die 
n Funktionen 

(18) 66” 
gebildet, denn diese Funktionen erfüllen (9), und nach Adjunktion der einen 
p-ten Wurzel g, sind alle g; bekannt. Es ist sogar nicht schwer, aus (18) auch eine 
Minimalbasıs für die S7T”-Funktionen der (q) zu gewinnen. Diese wird nämlich 
durch die Funktionen 


nn -Agqgt—1 
(19) ee. 90 9,90 


gebildet !,. Aber der Lösung unserer eigentlichen Aufgabe kommen wir damit 
nur wenig näher. Denn die Funktionen (18) und (19) erleiden durch 7 oder E 
eine recht verwickelte Substitution, deren Invarianten jedenfalls nicht einfach 
zu bestimmen sind ?). Wir können daher aus (18) und (19) unmittelbar weder 
eine Basis für die rationalen S-Funktionen der (g), noch eine solche für deren 
ST”-Funktionen gewinnen. Dies wird aber wesentlich erleichtert, wenn es gelingt, 
die Basisfunktionen (19) durch n „‚konjugierte“‘ Basisfunktionen x, (12) zu ersetzen, 
die bei 7’ oder E nur die zyklische Vertauschung (13, 2) erleiden, d.h. wenn 
es gelingt, eine Funktion y, (8) zu finden, die zusammen mit den durch 7’ aus 
ihr hervorgehenden Funktionen y, eine Basis für die S-Funktionen der (g) bildet. 
Eine solche Basıs wollen wir im folgenden kurz eine „spezielle S-Basis erster Art‘ 
nennen. [Sie bildet im N(e) zusammen mit den 9,, $,;;, (14) eine zyklische 
Minimalbasıs für die (x).] Aus einer speziellen $-Basis y,, %,,-.., y,_, Können 
wir nun zunächst stets eine rationale S-Basis gewinnen, und zwar auf genau dem- 
selben Wege, wie wir oben von der Basis (g) der Funktionen der (g) überhaupt 
zu der Basis (0) der rationalen Funktionen der (g) gelangt sind. Wir führen 


—1 . 
nämlich nach (12) die %,= Bin ein, dıe den r; entsprechen, und erhalten ganz 


y; +1 


ı) Vergl. B. (16) und (18). 

2) Vergl. B. $ 1, Ende. Zu der Fußnote 9) daselbst ist zu bemerken, daß Herr Beck, nach 
einer freundlichen Mitteilung an den Verfasser, „glaubt beweisen zu können, daß jede Cremona- 
Transformation durch Wechsel des Raumelementes linear gemacht werden kann“, 


5’ 
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analog zu (14,3) die Größen 
s—ı 


(20) P,= I 5, Kyn = — Cu_;%o RR +1 8ı u En_j+2 te u ne ik 
+ CK, + kr + Be + 


die gleich den Q, (14,3; 15) gegen E invariant und also rational sind. Sie bilden 
mithin die gesuchte Minimalbasis für die rationalen S-Funktionen der (g) oder, 
was dasselbe ist, für die S-Funktionen der (0); sie bilden zusammen mit den 
9% Pi, 9, (14) die gesuchte rationale zyklische Minimalbasis für die Un- 
bestimmten (x). Diese möge als ‚spezielle zyklische Minimalbasis erster Art“ be- 
zeichnet werden. 

Die Größen %#,; (20) erleiden nun nach (13) durch 7’ die Vertauschung 


(21) VE Ar a A Fr > u) 


Die fernere Bestimmung der Minimalbasen für die S7*-Funktionen der (0) ver- 
langt also nur noch das Aufsuchen von Minimalbasen für die Invariantenkörper, 
die zu den zyklischen, durch die Permutationen U* jeweils erzeugten Gruppen — 
den sämtlichen Untergruppen der durch U selbst erzeugten Gruppe — gehören, 
d. h. also das Aufsuchen von Minimalbasen für zyklische Permutationsgruppen 
2n-ten Grades in dem speziellen Fall, daß die Unbestimmten, von denen der Körper 
abhängt, paarweise entgegengesetzt gleich sind. Wenn nun n ungrade ist, so kann 
man diese Aufgabe leicht weiter auf das Aufsuchen der zyklischen Minimalbasen 
n-ten Grades reduzieren. Sei nämlich n=2m 1, und setzen wir 


2) AR =R, BR = Rn... BP 9 :.., bahn, 
— „1 P) — 8,1 u Doms 


so erleiden die Größen 2, durch 7’ die Vertauschung 
(23) OÖ (25; 2,, ..o.; 2.1). 
Dann ist aber eine Minimalbasis der zu O* — x ein Teiler von n — gehörigen Funk- 


tionen der (2) zugleich eine Minimalbasis für die zu U* gehörigen Funktionen 
der (F). Sie erzeugt nämlich nur solche Funktionen der (F), die U* dulden, und 


der Körper der (P) selbst ıst vom Grade . über ihr, weil er vom zweiten Grade 
über dem der (2) ist. Dieses selbst endlich folgt aus der Gleichung 
= —- IHR: Am eImı Am 


da aus (22) mit #, alle %, rational bekannt sind !). Die zu U®* gehörige Minimal- 


basis ist gleichfalls leicht zu finden, da die Vertauschungen U” und O* sich nur 
durch die Elemente unterscheiden, auf die sie sich beziehen. Wir erhalten somit den 


Satz 2: Die Kenntnis einer speziellen $S-Basis erster Art redu- 
ziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen für 





») Vergl. Breuer, Zyklische Gleichungen 6. Grades und Minimalbasis, Mathematische An- 
nalen 86, 1922, S. 108 ff. 
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die metazyklischen Gruppen p-ten Grades auf das gleiche 
Problem bei den zyklischen (Permutations-)Gruppen 2n-ten 
bzw. n-ten Grades. 
Fragen wir daher jetzt, wann eine spezielle $-Basıs erster Art existiert, so erkennen 
wir leicht: Dafür, daß die Funktionen y; eine Basis für die S-Funktionen der (g) 
bilden, ist notwendig und hinreichend, daß die beiden Gleichungen 


(24) v. u: eh u ie q’ 
(25) v y u yr- .. qq," 


in ganzen Zahlen s,, t, erfüllbar sind. Dies ist notwendig, denn g) und qq, ' 
sind S-Funktionen, müssen also durch die %,; ın dieser Weise darstellbar sein. 
Und es ist hinreichend, weil der Körper der (q) alsdann vom p-ten Grade über dem 
der (w) ist; denn nach Adjunktion von g, kennt man aus (25) auch q,, und ebenso 
alle anderen g, aus den Gleichungen, die durch wiederholte Anwendung von 7 
auf (25) aus dieser hervorgehen. Setzt man in die linken Seiten von (24) und (25) 


für die w; ihre Werte nach (8) ein, also 


RR I, In—2 n—ı 
v = 0 a 


u —n—1 a In—3 In—2 
v ugs 90 9 In—2 In 


(26) 


und setzt die Koeffizienten von g, auf beiden Seiten von (24) und (25) je einander 


gleich, so liefern die Gleichungen (24) und (25) je n Gleichungen für die Zahlen 
s; bzw. t,, oder genauer gesagt: zwischen diesen Zahlen und den /,, nämlich: 


5 hun bin — us, =Pp 
(27) 051 + l1 So lie I, Sn—ı — + — hs =0 
Io Sn—ı + I, Sn—2 + I, Sn_3 + elta + bi So a 0 
beziehungsweise: 
Io to — Lin lotn2 — '—höÖ t, =g 
(28) lotı FE are en = —1 


lo In—ı + I, In—2 + l, In—3 + yet + 1 Io — 0 . 


Die Zahlen /!; müssen, wie erinnerlich, noch die Bedingung (9) erfüllen. Unsere 
Frage lautet daher jetzt einfach so: Wann existieren drei Systeme von je n ganzen 
Zahlen (l), (s), (t), die die Bedingungen (9), (27), (28) erfüllen ? 

Hier ergibt sich nun ein enger Zusammenhang mit einer Frage, die am Ein- 
gang der Idealtheorie steht!), die selbst gerade Aummer in den Fällen, wo sie eine 





!) Vergleiche die „Festschrift zur Feier des 100. Geburtstages E. Kummers usw.“ herausgeg. 
vom Vorstand der Berliner Math. Ges., Leipzig u. Berlin 1910, S. 53ff. (Briefe Kummers an Kro- 
necker), sowie Kummers Gratulationsschrift zum Jubiläum der Königsberger Universität (1844), 
wiederabgedruckt unter dem Titel „Sur les nombres complexes etc.“ im Journal de mathömatiques 
pures et appliquees, XII, 1847, p. 185—212. 
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negative Antwort fand, zur Schöpfung der ‚idealen Zahlen‘ geführt hat. [Wir 
werden es aber im Rahmen dieser Arbeit nur mit „realen Zahlen‘ zu tun haben, 
auf Fragen der Idealtheorie selbst überhaupt nicht eingehen und auch von ihrer 
Terminologie keinen Gebrauch machen.] Betrachten wir nämlich die beiden 
Kongruenzen 

29) ()+hurku +. +,ur)(stsu su +. + 5_1ur!) 

= p (mod u" +1), 
30) Kthutrku +. +) +tthu+tu +. +. ur1) 
=g—u (mod w" +1), 

multiplizieren die linken Seiten aus, schaffen die n-ten und höheren Potenzen 
der Unbestimmten u weg und vergleichen die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von u auf beiden Seiten jeder Kongruenz, so erhalten wir offenbar dieselben beiden 
Gleichungssysteme (27) und (28) wie vorhin beim Vergleich der Exponenten gleicher 
q, auf beiden Seiten von (24) und (25). Wir führen nun noch zur Abkürzung die 
Bezeichnung 

(31) ,+lhu+lu +. --+1,.urnt=](u) 
sowie die entsprechend erklärten Bezeichnungen s(u), t(u) ein. Dann sind die 
Gleichungen 

(32) B-sA=p, KA) UM) =g—B 
äquivalent mit den Gleichungen (29), (30), sobald wir vorschreiben, daß die 
Gleichungen (32) für alle n Wurzeln 8 der Gleichung u" +1 = 0 erfüllt sein sollen. 
Die Existenz einer solchen Zerlegung (32) der ganzen algebraischen Zahlen p und 
g — ß, zusammen mit der hier stets stillschweigend vorausgesetzten Erfüllung der 
Bedingung (9), ist also notwendig und hinreichend für die Existenz einer speziellen 
S-Basis. Die Bedingung (9) können wir übrigens nach (31) jetzt auch in der Form 
schreiben: 

(35) l(g)=0 (mod p). 


Um nun die Bedingungen (32), (33) eingehender zu untersuchen, denken 
wir uns die Funktion u" +1 in ihre irreduzibelen Faktoren zerlegt: 


(34) u” +1 = f(u)fi(u)fz(u) -- - /,(u) = fu) Fu). 
Dabeı sei f(u) = 0 die „irreduzibele Kreisteilungsgleichung für den Grad 2n“, 
besitze also die primitiven 2n-ten Einheitswurzeln als Wurzeln. Neben der Be- 
zeichnung ß für alle Wurzeln von u" +1 =0 führen wir für die Wurzeln von 
f(u) = 0 die Bezeichnung y, für die von F(u) = 0 die Bezeichnung Öö ein. Sei nun 


(35) 1 = 9,0503 .:-,@=2n—1 


ein vollständiges reduziertes Restsystem für den Modul 2n, so sind alle Wurzeln 
von f(u) =0 durch y, y*, y®s, ..., y*@ dargestellt, desgleichen alle primitiven 
Kongruenzwurzeln von p durch g, g2, g*,..., g“, wobei y bzw. g eine beliebige 
unter ihnen ist. Aus der „vollständigen Zerlegung‘ der Fermatschen Funktion 


ur —1=(u—1)(u—2):---(w—2n) (mod p) 
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erschließt man dann leicht die Kongruenz 

(6) fu)= (u — g) (u — g*:) (u — g*) -- - (u — g*4) (mod p). 

Wir verstehen im folgenden unter m eine ganze positive Zahl von der Eigen- 
schaft, daß n = m(2k + 1) ist und bezeichnen mit N,l(ß), NrI(ß), N„I(ß) die 
Norm der algebraischen Zahl /($,), je nachdem ß; alle y!), alle ö, oder schließlich 
alle Wurzeln der Gleichung u” +1 =0 durchläuft. Dann beweisen wir zu- 
nächst den 

Satz 3: Aus den Gleichungen (32) bzw. den Kongruenzen (29, 30) 

nebst der Kongruenz (33) folgt 

(37) N,Kß)=p, Nrliß) =1, bzw. 

(38) u) - I(u*2) - I(uXs) - - - (uf) = p (mod f(u)) und =1 (mod F(u)). 

Beweis: Zunächst folgt die Äquivalenz von (37,1) mit (38,1) unmittelbar 
aus dem zu (35) Bemerkten. Das vollständige reduzierte Restsystem (35) für den 
Modul 2n enthält weiter, wie man leicht zeigt, jede reduzierte Restklasse (mod 2m) 
gleich oft für ein bestimmtes m von der oben bezeichneten Eigenschaft. Die 
Kongruenz (38, 2) folgt somit aus (37, 2) — bzw. den hierin enthaltenen Gleichungen 
N„ß) = 1, wo m$+n ist — für jeden Modul u” + 1, und also auch für das kleinste 
gemeinsame Vielfache dieser Moduln, eben für F(u); ebenso folgt (37, 2) aus (38, 2). 

Nun folgt aus (32) durch Bildung der Norm 

N„UB) -Nus(ß) = pP", Nul(B) -Nut(ß) = g" +1, folglich 
(39) NAuKB) = pi, wo 0Sesm, und ”"+1=0 (mod p*). 
Für m<n muß also e=(0 sein, weil sonst (39, 2) der Voraussetzung wider- 
spricht, daß g eine primitive Kongruenzwurzel von p ist; damit ist (37, 2) bewiesen. 
Wäre nun für m=n ebenfalls e=0, also N,l($) - Nrl(ß) =1, und also auch 
N,I(ß) =1, d.h. 
Ku) - I(uX2) - (us) --- Kufa)=1 (mod f(u)), 
so folgte durch Einsetzen von g für u, unter Beachtung von (36): 
l(g) - lig*?) - I(g*s) -- - I(gfa)=1 (mod p) 


im Widerspruch zu (33). Endlich folgt aus (32) noch /(B)[s(ß) + t{ß)] = (p-+ eg) —P. 
also durch Normbildung 
N „KB)Nuls($ß) +t(B)] = (p+e)"+A1 und N,UB) -Nuttß) = "+1, 
(p+g)”"+1=g"+1=0 (mod N,Iß)) und also =( (mod p*). 
(p+g”" — "=0 (mod p%), d.h.: 


n n a a | 
+ (ers Y (u ale a ae ud pe" + pg""'= 0 (mod p*), 
folglich e=1, w.z.b. w. 


[Man erkennt übrigens auch, daß /(y) eine „‚komplexe Primzahl‘ ist — d.h. 
daß es keine Zerlegung gibt !(y) = L,(y) -Za(y), wo Z, und Z, beide keine kom- 


!) Statt N,1(3) schreiben wir daher auch gelegentlich einfach NXy), ebenso N1(J) statt N „I(?). 
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plexen Einheiten sind — und daß es eine primitive Größe von R(y) sein muß — 
d.h. daß nicht !(y,) = !(ys,) sein kann —, weil sonst N,l(ß) zwei von 1 verschie- 
dene Teiler haben müßte. ] 
Wir beweisen weiter als Umkehrung den 
Satz 4: Gelten für eine ganze rationale Funktion /(u) die 
Gleichungen (37) [oder die Kongruenzen (38)], so existieren 
eine primitive Kongruenzwurzel g von p, welche die Kon- 
gruenz (33) erfüllt, sowie zwei ganze rationale Funktionen 
s(u), t{{u), die zusammen mit /(u) die Gleichungen (32) [oder 
die Kongruenzen (29, 30)] erfüllen!). 


Beweis: Aus (38,1) folgt unter Beachtung von (36) 
Kg) -Ug®?) - Kg?) -- -Igfa)=0 (mod p), 

d.h. die Kongruenz (33) ist erfüllt für mindestens ein g, w. z. b. w. Es ist aber 
dieses g vor den anderen primitiven Kongruenzwurzeln von p keineswegs bevor- 
zugt. Bezeichnen wir nämlich mit I’ (u) die (mod u" +1) auf den Grad n — 1 
reduzierte Funktion /(u°), und wählen wir d Zahlen », so aus, daß 0,»,=1 (mod 2n) 
wird, so sind (37, 38) wie für Z(u) so auch für jedes /"’(u) erfüllt, und für ein be- 
liebiges »; ist Z/®(g”) = 0 (mod p), weil !(g)= 0 (mod p) ist. Wir können daher 
bei der rechnerischen Behandlung für g eine beliebige, z. B. die kleinste positive 
primitive Kongruenzwurzel von p wählen. 

Sei nunmehr s*(u) so als ganze rationale Funktion [von höchstens n — 1-tem 
Grade] gewählt, daß 


(40) s*(u) = l{u*:) - (us) - - - Z(uf@) (mod u" +1) 
ist, so folgt aus (38) 

(41) Ku) -s*(u) =p — Gylu) : fu) =1 —G,(u) - F(u), 
wobei G,(u), G4(u) gewisse ganze rationale ganzzahlige Funktionen sind, zwischen 
denen die aus (41) folgende Beziehung besteht 


(42) G,(u) - (u) — G,(u) - F(u) = 2n. 


Wählen wir daher s(u) als ganze rationale Funktion [von höchstens n — 1-tem 
Grade] so, daß 


(43) s(u)=s*(u)[p +1 — I(u)s*(u)] (mod u” +1) 


ist, so wird 


!) Ein Teil dieses Satzes ist für einen speziellen Fall bereits bei Kummer a. a. O. (s. Fuß- 
note 1) 8. 21) bewiesen. Dort wird nämlich mutatis mutandis gezeigt: Ist « eine primitive g-te 
Einheitswurzel, wo aber q eine Primzahl ist; ist ferner die Primzahl a =: 2 mg +1 in der Form 
p= Nl(a) darstellbar: so ist &—« teilbar durch !(«), und 1(£&) teilbar durch p, wobei & der 
Kongruenz 7 +7? +...+#8+&+1=0(modp) genügt. Der Beweis wird jedoch durch eine 
wesentlich umständlichere Rechnung erbracht als bei uns und läßt sich nicht auf den hier be- 
handelten allgemeineren Fall übertragen. Ganz entsprechendes gilt für den weiter unten zu be- 
weisenden Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit von p, 
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(u) -s(u) = (u) s*(u)[p +4 — !(u)s*(u)] (mod ur + 1), also nach (41) 
= [p — G,(u) - f{u)] [p + G,(u) - F(u)] (mod u" +1), daher nach (42) 
und (34) 
=[p—p:2n —Gy(u) :G,(u) - (u" +1)] (mod u" +1), also wegen 
2n=p—A 
(44) (u) -s(u)=p (mod u" +1), 


d.h. s(u) (43) ist die eine Funktion, deren Existenz zu beweisen war. 
Setzen wir endlich 
(45) u) = lg") + (u — g”) - I (u), 
so sind alle 4’ (u) ganze rationale ganzzahlige Funktionen ihres Argumentes, und 
es wird, unter steter Verwendung nur solcher Funktionen, nach (40), und weil, 
wie vorhin erwähnt, /*’(g’) = 0) (mod p) ist, 
s*(u)= — pP,(u) — (u — g"?) (u — g"?) - - - (u — g*) P,(u) (mod u" +1), 
mithin 
(g — u)s*(u)= p(u— g)Pı(u) + (u— g)(u—g nn ®) + (u— g*)P,;(u) 
(mod u" +1), also nach (36) 
1 


= pP,(u) + f(u) P,(u) (mod u" + 1), daher nach (43, 41) 
(g — u)s(u) = |p P;(u) ip u)][p + G,(u) F(u)] (mod u” +1), also nach (34) 
(46) eh 


wo (u) eine (mod u" +1) wohlbestimmte ganze rationale ganzzahlige Funktion 
ist. Setzen wir aber hier für p nach (44) l(u) - s(u) ein und kürzen durch s(u) — 
was erlaubt ist, weil s(u) und u” + 1 teilerfremd sind — so ergibt sich 
g— u=[(u) -t(u) (mod u" +1), 

d. h. t(u) in (46) ist die andere Funktion, deren Existenz zu beweisen war. 

Wir beweisen endlich noch den 

Satz 5: Die Darstellung p = !(y) - [*?(y) - 1%’ (y) - - - [%@(y) ist, wenn 

überhaupt, so im wesentlichen nur auf eine Art möglich. 

„Im wesentlichen‘ soll dabei heißen: abgesehen von der Reihenfolge der 

Faktoren und von Abänderungen einer Funktion /*(u) in die Form 


(47) Ku) = G,(u) - !*(u) + G,(u) - f(u), 
wobei G,(u), G,(u) ganze usw. Funktionen sind und G,(y) eine komplexe Einheit, 
d.h. NG,(y) =1 ist. 
Beweis: Angenommen, es sei 
p = Ky) -!*’(y) --- Ia(y) = k(y) - krP(y)--- ka(y), 
so können wir annehmen, daß k(u) die Bedingung (33) k(g)=0 (mod p) für 
dieselbe Kongruenzwurzel g erfüllt wie /(u). Setzen wir dann wie in (45) 
k(u) = k(g) + (u — g) kıy(u), so wird ganz wie vorhin erhalten 
k(u) -s*(u)=p - P,(u) (mod f(u)), also nach (41) 
= [(u) - s*(u) - P,(u) (mod f(u)), also 
k(y) = l(y)  Pıly). 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heit 1. 
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Bildet man jetzt auf beiden Seiten die Norm über alle y, so folgt 
p=p:'NP,;,(y), folglich NP,(y) =1, w.z.b. w. 
In Zusammenfassung der letzten Resultate gewinnen wir den folgenden 


Satz 6: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Existenz einer speziellen S-Basis erster Art sind 
1. die Existenz einer ganzen rationalen ganzzahligen 
Funktion /*(u), die der Gleichung 
(48) Ni*(y)=p 
genügt, sonst aber beliebig ist; 
2. die Existenz zweier ebensolcher Funktionen G,(u) 
und G,(u) der Art, daß 
(49) NG, (y)=1, Ni(6) =1}) 
wird, wobei /!(u) durch (47) erklärt ist. 
Die Funktionen /*(u), G,(u) können dabei von kleinerem Grade als 
fu), die Funktion G,(u) von kleinerem als F(u) vorausgesetzt werden; 
(u) ist höchstens von n — 1-tem Grade. Die Forderung (49) ist gleich- 
bedeutend damit, daß G,(y) und — für jedes ö — I(ö) komplexe 
Einheiten seien. 
Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden. 
Wir erwähnen nur noch, daß, wenn G,(u) und G,(u) die Bedingung (49) für irgendein 
I* (u) erfüllen, dannG, (u) und G,(u*) das gleiche für /*(u*)leisten, daß es also gleich- 
gültig ist, welchen der „konjugierten Teiler von p‘‘ man bevorzugen will. Die Be- 
schränkung des Grades für !(u) und /*(u) ist ohne weiteres verständlich. Setzt 
man weiter G,(u) =g,(u)f(u) +Gyj(u) und G,(u) +g,(u)!*(u) =g,(u)F(u) + G;(u), 
wo G/(u) und G;(u) den für G,(u) und G,(u) angegebenen Gradbeschränkungen 
genügen, so wird nach (47): 
(u) = Gy(u)!*(u) + Gz(u) (u) + gz(u)(u" +1), 
so daß man, was ja vorausgesetzt ist, /(u) nur (mod u” + 1) zu reduzieren braucht, 
um jener Forderung zu genügen. 
Eine allgemeine Untersuchung, für welche Primzahlen die Bedingungen 
(48) und (49) erfüllt sind, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht angeschnitten werden. 
Für die Untersuchung der Bedingung (48) sei auf die mehrfach erwähnte Kummer- 
sche Gratulationsschrift ?) 3?) sowie auf das Vorwort der ‚Tafeln komplexer Prim- 


1) Siehe Anm. 1) S. 23. 2) Siehe Anm. 1) 8. 21. 

») Daselbst ist bereits gezeigt, daß die Darstellung (48) nicht immer möglich ist. Für die 
Darstellung einer Primzahl p = 2 mg +1 — wo g eine Primzahl und « eine primitive g-te Einheits- 
wurzel ist — in der Form p = NI(«) wird nämlich als notwendig erkannt, daß 4p durch die qua- 

pr—1 
dratische Form =? — (— 1) ? qy* darstellbar sei, was bekanntlich durchaus nicht immer der Fall 
ist. (Vgl. auch Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung usw. Leipzig 1872, 8. 256.) Für eine 
Reihe von Fällen, in denen diese Darstellung möglich ist, hat Kummer sie dortselbst angegeben, 
darunter auch die Zerlegung von 11 im Körper der 5-ten, von 23 in dem der 11-ten Einheitswurzel. 


Siehe auch weiter unten $ 4. 
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zahlen‘‘ von Reuschle!) verwiesen. Diesen Tafeln entnehmen wir die Ausdrücke 
I*(y) — die also z. T. erst noch gemäß (47) ın !(y) umzuformen sein werden — 
für die weiter unten ($ 4) zu behandelnden Einzelfälle?2). Wir erwähnen jedoch 
bereits hier, daß in den genannten Tafeln die Ausdrücke /*(y) für die Primzahlen 
bis zu 43 einschließlich sowie für 61, 67, 71 angegeben sind, daß ferner für die 
meisten übrigen Primzahlen unter 200 dort bereits die Nicht-Existenz von /*(y) 
festgestellt wird. 

Hinsichtlich der Bedingung (49) begnügen wir uns hier mit dem Beweise 

des folgenden Satzes: 

Satz 7: Bei den Primzahlen p = 2°” 14 und p=2q9g+1, wog 
gleichfalls Primzahl, ist die Möglichkeit der Zerlegung (48) 
allein notwendig und hinreichend für die Existenz einer 
speziellen $S-Basıs erster Art. 


Beweis: Für n = 2°-1 ist ur +1 irreduzibel, es existieren also überhaupt 
keine Wurzeln ö, für die (49, 2) erfüllt sein müßte. Für n=g wird 


fu) = um! — un? + ur? — +: -— u+1, Füu=u+l, 
daher reduziert sich (49, 2) auf die Bedingung /(—1) =1. Da ferner f(—1) =gq 
wird, so sind nur die Bedingungen 
50) GN IHN) +G—N)-g=1, NG(y) =1 
zu erfüllen. Setzt man in der mit (48) äquivalenten Kongruenz (38,1) u = —1 


und beachtet, daß das Restsystem (35) hier durch 1, 3,5, ...9—23,9+2,..., 
2qg —1 dargestellt ist, so ergibt sich 


(51) [Er 1) "= p (mod g) =1 (mod g), folglich X(—1) = c =}=0 (mod g). 
Es existieren daher zwei ganze Zahlen x > 0 und o derart, daß 
(52) nc+og=1 
wird. Setzt man daher 
3) Gl) =1—-u+u—.+:..:+(- u), Gl(u)=e, 
so ist zunächst (50, 1) erfüllt. Das gleiche gilt aber auch für (50, 2), denn es wird 
A+Y)ay)=1-—- M=itn 


wo Y, = — (— y)”, einerlei, ob r gerade oder ungerade ist, ebenfalls eine primi- 
tive 2g-te Einheitswurzel ist, weil nach (52) m==0 (mod g). Daher wird wegen 


Ni+y)NG(y)=Nli+y) und Ni+y)=N(+yı) 
erhalten: NG,(y) =1, w.z.b. w. 


S 3. Spezielle Minimalbasen zweiter Art. 


Die im Vorstehenden behandelten ‚speziellen zyklischen Minimalbasen 
erster Art‘ leiden an einem Übelstand, der sich insbesondere bei der Anwendung 





1) Tafeln komplecer Primzahlen ... von Dr. ©. @. Reuschle. Berlin 1875. 
®) Für p=11 undp=23 sind sie bereits bei Kummer zu finden. Vgl. Fußnote 3) 8. 26. 
4* 
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auf die auflösbaren Gleichungen sehr störend bemerkbar macht. Sie sind nämlich 
aus zwei völlig heterogenen Bestandteilen zusammengesetzt: sie enthalten einer- 


seits die Funktionen Par (14, 2)1), andererseits aber die Funktionen y, (26) 
bzw. die aus diesen abgeleiteten #, (20), die zwar untereinander konjugiert sind, 
mit den @,,, (14,2) jedoch in keinem organischen Zusammenhange stehen. Wir 
stellen daher die Frage: Ist es nicht möglich, ohne Einführung der Pirı (14, 2), 
unmittelbar, zunächst im N(e), 2n „konjugierte‘‘ Funktionen v,„ anzugeben, 


—_ A yfı 49n—2 42 n—1 
—- k, k, A KT Knı 
PRER ho y.hı I9n—2 Aon—1 
v, a. k, k, Ka k, 
(94) Io y.hı 29n—2 29n—1 
v, . k,, Kon ce Rene“ ker‘ 
PN ko k, A9n—2 A9n—ı 
nn us Ki ko a es 


[vergleiche (6, 10)], die eine Basis für die $-Funktionen der k, bilden ? Wenn das 
nämlich der Fall ist, so können wir in ganz analoger Weise, nur noch etwas kürzer, 
vorgehen wie im vorhergehenden Abschnitt. Da nämlich die v,, wie zu Beginn 
des $ 4 erwähnt, durch E und 7”' nur die zyklische Vertauschung (11, 1) er- 
leiden, so dulden die Funktionen 


2n—1 
— 2 
(55) Vv,„= In, &0 Br u.» (u=0,1,..,2n—IM) 
0 
oder ausführlicher geschrieben 
0 ’ „en—2 2n—1 
V,=-euvtevyt:+® Van. + € Van—1 


4 n? —1 4 
Von—ı == ef 7 = ev, + + € . Yon. + EN Von—ı 


die Vertauschung E, sind also rational. Sie bilden aber überdies eine Basis für 
die rationalen $S-Funktionen der k„, d.h. eben eine rationale zyklische Minimal- 
basis‘), weil die Determinante D, von (56) nicht verschwindet, wie sich leicht 
zeigen läßt. Denn es ist nach (55) 


D, = | (eye |, 
wo die Zeilen mit u, die Spalten mit za, numeriert sind. Da aber g?"-* und g# 


beide (mod p) die Zahlen 1,2,...,2rn —1,2n durchlaufen, so kann man nach 
geeigneter Vertauschung der Reihen auch schreiben: 





(1, tı = 0,1,...,2n —1) 





!) Von der Funktion g, (14, 1) wird hier des kürzeren Ausdruckes wegen abgesehen; sie ist 
stets zu den anderen Basisfunktionen mit hinzuzunehmen. Ihr besonderer Charakter bildet übrigens 


bei den Anwendungen kein störendes Moment. Ä 
?) Der Exponent von g soll auf den kleinsten nicht negativen Rest (mod 2n) reduziert werden. 


FR N VOR OR VARRRENTE 











% 
a 
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d.h. D, ıst bis auf das Vorzeichen gleich dem Differenzenprodukt der Gleichung 
ur + ur? + ..-+u-+1=0 und also von Null verschieden, w. z. b. w. 

In Analogie zu früheren Bezeichnungen wollen wir die Basis (54) eine 
„spezielle S-Basis zweiter Art‘‘, die Basıs (56) eine ‚spezielle zyklische Minimal- 
basis zweiter Art‘ nennen. 

Nun erleiden die Basisfunktionen V,„ (56) durch T' nach (11, 1) die Ver- 
tauschung 

(21 a) U= WaVn:-+ Vom); 
die sich von U (21) nur dadurch unterscheidet, daß sie sich auf 2n unabhängige 
Elemente statt auf deren n bezieht. Was wir im Anschluß an (21) über die Re- 
duktion des Basisproblems gesagt haben, kann daher hier wörtlich wiederholt 
werden, wenn man nur U durch U ersetzt und statt von den S7*-Funktionen 
der (0) von den metazyklischen Funktionen der (x) spricht. Es ist übrigens durch- 
aus nicht schwieriger, Minimalbasen für die durch U” erzeugten Gruppen zu ge- 
winnen als für die aus U* hervorgehenden; vielmehr läßt sich die erste Aufgabe 
unmittelbar auf die zweite zurückführen. Sehen wir nämlich für den Augenblick 


von der Bedeutung der V, und #; als Funktionen der k, völlig ab und betrachten 
sie als Unbestimmte, so können wir setzen 


(57) V, -N3=P, V+VYıy=];. 
Vermöge (57, 1) entspricht dann die Vertauschung (21) der (21a). Kennt man 
jetzt eine aus n Funktionen d; bestehende Minimalbasis für die durch U* — x ein 


Teiler von 2n — erzeugte Gruppe, so braucht man zu ihr nur die n Koeffizienten 
c; der „Tschirnhausen-Transformation“ 


(58) H;=o+ 6 p; +9 ++ 
hinzuzufügen, um eine Minimalbasis für die durch U* erzeugte Gruppe zu gewinnen. 
Denn die Funktionen d; und c; dulden U* — erstere, weil sie U* dulden, letztere 
nach einem bekannten Satze von Lagrange bzw. dessen Erweiterung —, und der 


Körper der (V) ist vom Grade = über dem der (c, d); denn der Körper der (%) 
ist vom Grade = über dem der (d), und mit den (%) sind auch die (//) nach (58) 


und die (V) wegen V, = . (II, + %,) rational bekannt !) *). Wir gewinnen daher 


analog zu Satz 2 den 





1) Siehe Fußnote 1) S. 20. 

*) Vgl. auch Breuer, Zur Theorie der metazyklischen Gleichungen von Primzahlgrad, in Bei- 
träge zur Algebra, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Math.-Naturwiss. 
Kl. 1925, 5. Abhandlg. 
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Satz 2a: Die Kenntnis einer speziellen $S-Basis zweiter Art 
reduziert das Problem der Aufsuchung von Minimalbasen 
für die metazyklischen Gruppen p-ten Grades ohne Be- 
nutzung der Funktionen 9;;ı (14) auf das gleiche Problem 
bei den zyklischen (Permutations-) Gruppen 2n-ten bzw. 
n-ten Grades. 

Eine Minimalbasıs für die S-Funktionen der (k) wird nun — vergleiche das 

u (18) Bemerkte — durch die 2n Funktionen 


(48a) KR, ko k, @=12..,p—2) 


gebildet. Daher ergeben sich, wiederum analog zu dem, was bei (24, 25) ausgeführt 
wurde, als notwendig und hinreichend dafür, daß die v, (54) eine Basis für die 
S-Funktionen der (k) bilden, die beiden Bedingungen: 


“4% 2n—1 p 
(24 a) v% d%ı °""tnı =: 

1, 7 Ton 9,—1 
(25 a) % %y '"Vanı = kykı 


während die Bedingung (7) an Stelle von (9) tritt. Führen wir daher zur Ab- 
kürzung die Bezeichnung 


(31 a) At hut+%u +: +4 Anıutl=A/ (u), 
sowie für späteren Gebrauch 
(31 b) )+hu+:.-+l.1ur1= (u) 


nebst den entsprechend erklärten Bezeichnungen o(u), z(u) und s(u), t(u) ein, 
so erhalten wir auf dem Wege über Gleichungen (27a, 28a), die wir hier unter- 
drücken können, die Kongruenzen 


(29 a) )(u)-o(u)=p (mod u® —1) 
(30 a) A(u)-t(u)=g — u (mod u" —1) 


oder die für alle 2n Wurzeln 9, der Gleichung ‘u? —1 =0 zu erfüllenden 
Gleichungen 


(32 a) 9). o(d)=p, Ad). Td)=g—d 
und die Kongruenz 
(33 a) 4(g)=0 (mod p) 


als notwendige und hinreichende Den für die Existenz einer speziellen 
S-Basis zweiter Art. 


Setzen wir jetzt 
Am, Atkpal; 
(59) GG nes, Hm; 


y— mıı=tl,, ut mi=h, 


so folgt unter Beachtung von (31, 31a, 31b) 
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(60) u) =I(u) (mod 2), s(u)=s(u) (mod 2), t(u)=t(u) (mod 2), 


weil sonst die „Gleichungen“ (59) keine ganzzahlige Auflösung nach den Größen 
Au, Cu, 7, hätten. Setzen wir daher 


(61) Ku) — (u) = 2d(u), 
so wird 
(62) (u) = I(u) + (u +1) d(u) = I(u) + (u — 1) d(u). 


Daher erhalten wir, unter Hinzufügung der entsprechenden Gleichungen 
für o(u) und (u): 


:(a)=l(a), A(ß) = IB) 
(63) o(a)=5(a), 0(ß) = s(P) 
z(a) =t(a), (B)=L(P). 


Endlich folgt aus (62, 1) 
(64) A(g)=1(g) (mod p). 


Läßt man daher in (32a) 9 zunächst nur die Werte ß,; durchlaufen, so gehen diese 
Gleichungen in (32) über, während (33a) nach (64) mit (33) äquivalent ist, d.h.: 
Für die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art ist die einer solchen erster Art 


. Un+j 
eine notwendige Voraussetzung. In der Tat erkennt man, daß die Größen —, 


v; 
die ja in die Basis zweiter Art (54), etwa an Stelle der n letzten Funktionen v,„;+;, 
eingeführt werden könnten, mit den Basisfunktionen y, der Basis erster Art (26) 


übereinstimmen. 





Wir lassen nun # in (32a) alle Werte a, durchlaufen, und multiplizieren 
die so erhaltenen Gleichungen je miteinander. Es ergibt sich in leichtverständ- 
licher Bezeichnung: 


Na_ılla)-Na_,5(0)=p*, Naılla)-Na_ltla)=g"—1. 


Ganz ähnlich wie bei (39) ergibt sich hieraus, da g eine primitive Kongruenzwurzel 
von p ist, 

(65) Nun-ıkla)=1, 

d.h. !(a,) ist für jedes a; eine komplexe Einheit [oder auch: A(#) ist für jedes 
imprimitive ® eine komplexe Einheit; vergleiche (49, 2) ]. 

Für die Gewinnung einer speziellen $-Basis zweiter Art ıst also, neben der 
Existenz von !(u) gemäß Satz 6, noch die einer ganzen rationalen ganzzahligen 
Funktion \(u) notwendig, welche die Bedingungen (60,1) und (65) erfüllt. Wir 
beweisen jetzt, daß diese Bedingungen auch hinreichen, indem wir zeigen, daß 
dann auch stets zwei Funktionen $(u), t(u) existieren, die zusammen mit /(u) die 
Gleichungen 


(32 b) Ka)-s(a)=p, Ka)-ta)=g— a 


für alle a; erfüllen und den Bedingungen (60, 2 und 3) genügen. 
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Man bemerkt zunächst, daß das Restsystem (35) die sämtlichen reduzierten 
Restklassen (mod n) bei ungeradem n je einmal, bei geradem n je zweimal enthält. 
Wählen wir daher s*(u) als ganze usw. Funktion (von höchstens n — 1-tem Grade) 


so, daß 
(40 a) 5*(u) = I(u®2) I(us) - - - I(u®%) (mod ur — 1) 
ist, so folgt aus (65) ganz ähnlich wie bei (37, 38): 
(u)s*(u)=1 (mod ur —1). 
Wählen wir daher weiter s(u) (von höchstens n — 1-tem Grade) so, daß 
(43a) s(u)=s*u)[p +1 — u) s*(u)] (mod u* — 1), d.h. s(u) = p-s*(u) 


ist, so wird 


(a): s(a)=p 
für jedes «a, entsprechend der Bedingung (32b, 1). Nun war doch schon früher 
analog zu (40a) 
(40) s*(u) = (u?) (us) - - - (u) (mod ur +1), 


es ist aber auch gemäß der aus (60, 1) folgenden Gleichung (61) 


(u?) I(u3) - - - (uf) = (u?) (v3) - - - (uf) (mod 2), 
folglich ıst auch 
(66) s*(u)=s*(u) (mod 2). 
Denn wenn zwei Funktionen beliebigen Grades 7,(u) und H,(u) nach dem Modul 2 
kongruent sind, so behalten sie diese Eigenschaft bei, wenn man sie nach den 
Moduln u" +1 bzw. u" — 1 reduziert. Sei nämlich 
(67) hylu) + hf(u) - (ur +1)= hz(u) + hf(u) - (ur —1) (mod 2), 


wo h,(u), h,(u) von höchstens n — 1-tem Grade seien, so muß auch A? (u) = h%(u) 
(mod 2) sein, weil sonst die Koeffizienten der höchsten Potenzen von u auf beiden 
Seiten von (67) nicht kongruent nach dem Modul 2 sein können. Daher ergibt 


sich wegen 

h,(u)=h,(u) + [h$(u) — hF(u)] (ur —1) —2ht(u) (mod 2), daß 

h,(u)=h,(u) (mod 2). 
Damit ist die Kongruenz (66) bewiesen. Multiplizieren wir sie mit der aus ihr selbst 
und (60,1) folgenden Kongruenz 
p +1 — Ku)5*(u)=p+1—I(u)s*(u) (mod 2), 

so folgt nach (43) und (43a) 

(68) s(u)=s(u) (mod 2) 


entsprechend der Bedingung (60, 2). 
Nun ist s(u) nach (43a) durch p teilbar. Daher kann man eine Funktion 


t(u) von höchstens n — 1-tem Grade durch die Kongruenz 
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(46 a) (g— u)s(u)=p:t(u) (mod u" —1) 


bestimmen. Multipliziert man beide Seiten von (46a) mit !(u), so erkennt man, 


daß t(u) die Bedingung (32b, 2) für alle a, erfüllt. Endlich folgt aus (46), (46a) 
und (68) ganz wie vorhin 


(69) (u) —=t(u) (mod 2) 
entsprechend der Bedingung (60, 3). 


Wir können nun den folgenden Satz aussprechen: 


Satz 6a: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für 
die Existenz einer speziellen S-Basis zweiter Art sind 
1. die Existenz einer Funktion /(u) gemäß Satz 6, 


2. die Existenz einer ganzen usw. Funktion /(u) von höch- 
stens n—A-tem Grade der Art, daß 


(70) Ku)=l(u) (mod 2), Na_,lla) =1 


wird. 

Der Beweis des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden. 
Wir erwähnen ganz wie bei Satz 6, daß, wenn /(u) die Bedingung (70) für irgend- 
ein Z(u) erfüllt, dann /(u*) das gleiche für Z(u*) leistet, daß es also auch hier gleich- 
gültig ist, welchen der konjugierten Teiler von p man bevorzugen will. Dies ist 
besonders wichtig für einen etwaigen Beweis der Nichtexistenz von speziellen 
S-Basen für einen bestimmten Primzahlgrad. Denn wenn beim Satze 6 die Funk- 
tionen G,(u), G,(u) für irgend ein /*(u), oder hier die Funktion !(u) für irgend 
ein /(u) nicht existieren, so existieren sie auch für keine der konjugierten Funk- 
tionen /*(u°) bzw. !(u*). Für einen Beweis der Nichtexistenz von speziellen $S-Basen 


zweiter Art, d.h. von /!(u) (70) müßte man aber ganz entsprechend auch zeigen, 
daß, wenn (u) für /%(u) gemäß (70) existiert, dann auch !(u) für !(u) existiert, 
wenn dabei unter /P(u) eine Funktion von höchstens n — 1-tem Grade verstanden 


wird, welche die Form besitzt 


(71) (u) = E(u) -I(u) + G(u) - (u" +1), 
wobei E(ß) für allen Größen ß; eine komplexe Einheit ist. Um dieses zu klären, 
beachte man zunächst, daß zu jedem E(u) ein E (u) existiert? — nämlich 


das (mod u" +1) reduzierte Produkt E(u®:) E(u*) --- E(u“) — derart, daß 
E(u) -E'(u)=1 (mod u" +1) ist. Ferner kann aber zu jedem E(u) ein E(u) 
gefunden werden, so daß E(u) = E(u) (mod 2) ist, und daß E(a) für alle a; eine 
komplexe Einheit ist, vorausgesetzt freilich, daß n ungerade ist. In diesem Falle 
nämlich sind die a; und ß,; einander paarweise entgegengesetzt gleich, und wir 
können daher E(u) = E(— u) setzen. Ist aber n gerade, so sind die ß; selbst 
zu je zweien einander entgegengesetzt gleich, E(u) ist also jedenfalls nicht auf so 
einfache Weise zu bilden. Eine nähere Untersuchung hierüber, wie über ähnliche 
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in dieser Arbeit noch oflen gelassene Fragen, behalten wir uns für eine andere 


Gelegenheit vor. Im Falle der Existenz von E(u), insbesondere also für ungerades 
n kann aber der erwähnte Beweis leicht geführt werden. Ist nämlich beı (71) 


I%(u) = l%(u) (mod 2), 
so multiplizieren wir diese Kongruenz mit der folgenden 


E"'(u)=E"(u) (mod 2), 
und erhalten 
(u) = (u) -E (u) (mod 2). 


Die rechte Seite wird für jedes a, als Produkt zweier Einheiten selbst eine Einheit. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Auch hier beschränken wir uns im Rahmen dieser Arbeit auf die Behand- 
lung einiger Beispiele, ohne allgemein zu untersuchen, wann die Bedingung (70) 
erfüllt ist. Es sei nur hervorgehoben, daß die Untersuchungen des $ 1 ihre Be- 
deutung behalten, auch abgesehen davon, daß es Fälle gibt (z.B. p = 13), In 
denen zwar eine spezielle S-Basis erster, nicht aber eine zweiter Art existiert. 
Denn auch in den Fällen, in denen schon die Basis erster Art nicht exi- 
stiert, d. h. also in der Mehrzahl der Fälle, wird man doch zur Vereinfachung 
des Problems (vgl. Satz 1 und den Anfang des $ 2) auf die Basisfunktionen 
9,,, (14) zurückgreifen. 


S 4. Anwendungen und Beispiele. 


Im folgenden werden für einige Primzahlen die Funktion /!(u) so, wie sie 
zur Konstruktion der Funktionen %; (26) nötig ist, und teilweise auch letztere 
selbst bestimmt. An sich ist hierzu die Berechnung der Funktionen s(u), t(u) 
nicht erforderlich. Auch diese werden aber überall hinzugefügt, um eine leichte 
Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (29, 30) sowie überhaupt die 
Anwendung der Basis (26) zu ermöglichen. In einigen Fällen wird auch die Funk- 


tion Z(u) berechnet, die zusammen mit /(u) nach (59) die Bestimmung von A(u) 
und damit die der speziellen $-Basis zweiter Art (54) erlaubt. Auch hier fügen 
wir, zur Kontrolle der Richtigkeit an Hand der Formeln (60, 32b) bzw. (29a, 30a) 
auch die Funktionen $(u), t(u) bzw. o(u), (u) bei!). Auf die verschiedenen er- 
wähnten Kontrollen wird im folgenden in der Regel nicht mehr besonders hin- 
gewiesen werden, da der Leser sie leicht durchführen kann, etwa so, wie wir es 
weiterhin, als Beispiel, im Falle p = 23 zeigen. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen angegebene, allgemein gültige Be- 
rechnung der Funktionen s(u) und s(u) ist übrigens, wie besonders hervorgehoben 
sei, durchaus nicht immer die praktisch einfachste. Wir verzichten jedoch hier 





ı) Wo wir im folgenden die Funktionen %, (26) oder v, (54) aufgeführt haben, kann deren 
Eigenschaft, eine Minimalbasis zu bilden, leicht an Hand der entsprechenden Formeln (24, 25) 
bezw. (24a, 25a) festgestellt werden. 





rn 
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darauf, die leicht erkennbaren Rechenvorteile, insbesondere für die Primzahlen 
p = 2q + 1, aufzuführen. 

Wo im folgenden Bezeichnungen ZL*(u), L(u), S(u) usw. auftreten, ent- 
sprechen sie den gleichen Funktionen mit kleinen Buchstaben, nur erfüllen L*(u) 
und L(u), im Gegensatz zu /*(u) und /(u), die Kongruenz (33) nicht für die kleinste 
positive Kongruenzwurzel von p. Wo Formeln mit Nummern bezeichnet sind, 
die bereits bei früheren Gleichungen Verwendung fanden, soll damit auf jene als 
theoretische Grundlage der Rechnung hingewiesen werden. 

Im Falle 

1. p=3, n=1, g=2 
ist zwar eine zyklische Minimalbasis — eine andere kommt hier nicht in Frage — 
schon lange bekannt !), auch werden die Rechnungen beinahe trivial; sie sollen 
aber doch, einer einfachen Anwendung wegen, angegeben werden. Da hier 


(34; 1) fu) =u-+1 (vgl. auch Satz 7) 
ist und g — ß also nur den Wert 3 annımmt, so ist 3 selbst der gesuchte gemein- 
same Teiler /($#) von p und g—ß, d.h. es wird 

(72) Ka) =3, sta)=1, Ha) =1. 


Wir beschränken uns hier auf Behandlung der speziellen $-Basis zweiter 
Art und finden leicht 


(72 b) Ku)=1, 5(u)=3, tu) =1A, 
also 
(72 a) Au) =2—u, o(w)=2+u, rtu)=1, 
mithin 
(54; 4) v=hkkı, v=hkik, 


5651) Vo=chki +ekik', Vi=ekiki +ekike” 

Wir machen eine Anwendung dieses Resultates, um die Koeffizienten der 
zyklischen Gleichungen der Form 

(73) 2? +9,27 +a,=0 


durch zwei Parameter, eben die Basisfunktionen V, und V,, auszudrücken. Da 
nun nach (3) 


z,=.e”’k,+e”k, (=0(0,1,2), 
So wird 
3 3 ar 
Ag = — Lg =— (k+kh)=— url + Pt). 





t) Vergleiche F. Hack, Beiträge zur Anwendung der Gruppentheorie usw., Diss. Tübingen 
1895. — F. Seidelmann, Die Gesamtheit der kubischen und biquadratischen Gleichungen usw., Diss. 


Erlangen 1916. 
b* 
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Setzen wir hierein die aus (54;1 und 56;1) sich ergebenden Ausdrücke 
3% =-(N,+Vı) +eV,+ eV, 3%, =—- (IV, +Vı) +EeVı + eV 
ein, so erhalten wir die gesuchten Ausdrücke 


2) 1 ‘ 2 
(74) = —- (V, +VıVı + V;); 04 = 3 (VW, + Vı) (7, +V,VYı +Vı)- 


Setzt man hier noch 


(75) V‚,+Vı=2r, Vo -Vı>=6s, 
so erhält man die Hack-Seidelmannsche !) Form der Koeffizienten 
(74 a) = —Ir? +38), =2r(? +38), 


vor der die unsere (74) die größere Symmetrie voraus hat, da sie sich nicht ändert, 
wenn die beiden Parameter V,, V, miteinander vertauscht werden. Dies rührt 
offenbar davon her, daß V,, V, „konjugierte‘‘ Funktionen sind. Bei den Gleichungen 
fünften Grades fällt dieser Umstand ganz bedeutend ins Gewicht. 


2. pad, n=2, g=2; (34; 2) fu) =u? +1; Satz 7. 

Da 5= (2 -+1:) (2 — 1), so findet man unmittelbar 

(76) Ku) =2—u, s(u)=2-+u, t(u)=1, 

(26; 2) Yon, AN: 

Die aus (26; 2) mit Hilfe der schon lange bekannten zyklischen Minimal- 
basıs vierten Grades!) sich ergebenden metazyklischen Minimalbasen im X(e) 
und im Rt, sind in B. $ 2 eingehend untersucht, ebenso auch die weiter unten ab- 
geleitete Basis (26; 3) für p=7. Nur sind dort an Stelle der hier eingeführten 
Funktionen @,,, (14,2) andere, aber prinzipiell das Gleiche leistende Funktionen 
eingeführt. Dort werden auch in der Einleitung und im $ 3 die Gründe auseinander- 
gesetzt, aus welchen die so gewonnenen Minimalbasen zur Koeffizienten-Dar- 


stellung ungeeignet sind. Diese Gründe gelten aber nicht für die nun zu bestimmende 
spezielle $S-Basis zweiter Art. Man findet leicht 
(76 b) u) =u, S(w=5u, tw) =—A-+2u, 
(76 a) u) =1—u+u, o(w)=1+3u—u?+2u?, 
tu) = u— u?+ u°, 
4 — Koks — Rıko — Kar — Koks 
(94; 2) er © a © „= ku’ Zu ki 


Diese Basis ist infolge ihres symmetrischen Baues zur Darstellung der 
Koeffizienten der auflösbaren Gleichungen fünften Grades hervorragend geeignet. 
Der Verfasser hat diese Darstellung an anderem Orte ?) vollständig durchgeführt, 





1) Siehe Anm. 1) S. 35. 
2) Breuer, Über die irreduzibelen auflösbaren Gleichungen fünften Grades. Festschrift an- 


läßlich des 100-jährigen Bestehens der Technischen Hochschule Karlsruhe 1925, Seite 107—129. — 
Die dortige Formel (13) entspricht unserer Formel (54; 2) bis auf Numerierung und Bezeichnung. 


- 
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und zwar unter Trennung der auflösbaren Gleichungen nach ihren Galoisschen 


Gruppen. 


Wir erwähnen noch, daß im Einklang mit unserer Bemerkung zu Formel (64) 


hier die Quotienten 2 und en mit %9 %j (26; 2) übereinstimmen und betrachten 


nunmehr den Fall 
3. put, n=3, g=3; (34,3) fiuu)= 


Wir finden bei Reuschlet) 
L*(u) =1 —3u, 
also L*(#) =0 (mod 7). Da nun?) 55° = 3 (mod 7), 5:5 =1 (mod 6), ist folglich 
!*(u) = L*(u®) (mod u? +1), also !*u) =1 +3u?, wo /*3)=0 (mod 7); aber 
I*— 1) =4, mithin (47; 3) !(u) = !*(u) — f{u), oder bei Division durch den 
überflüssigen Faktor u, (u) =1 +2u. 

Das Restsystem (35) wird hier durch 1,5 dargestellt, also ist s*(u) =1 — 2u#, 
woraus sich s(u) nach (43) und t(u) nach (46) sofort bestimmen lassen. Man 
findet 

(77) Ku) =1+2u, sw)=—1i1+2u—4u, tu)=—1i1+u—2u, 


(26; 3) HN MIR Rh) 
Weiter sieht man unmittelbar, daß 
(77 b) Ku)=1, SW=7, Ku)=3-—u 


wird, also 


(7a) Au) =1+u-—u!, ow)=3+u—2u +4u — u! +2u, 
zu) =1— u? +2u? — u! + u 





Ur — Kokı i v Ban ni te Ä v, Bu kykz 
(54; 3) h k; ko 
kz ka k; k; k; k 
Fee u%,= —— = 9 
3 k, ’ 4 ky ’ 5 k, . 


Wie der Fall p=7 im Hinblick auf Satz 2 sich unmittelbar an p =3 an- 
schließt, so behandeln wir jetzt im Hinblick auf p = 5 den Fall p = 11 und weiter 
p=2. 





!) In den „Tafeln“ findet man die Form L*(u) =1 + 3u, weil dort der Körper der Wurzeln 
von W"+u-+1=0 zugrunde gelegt ist, nicht der von f(u) =0. Das Vorzeichen von u war also 
zu ändern. Entsprechendes gilt für die Fälle p=11, 23, 19, während wir bei p=13, 17 die 
Funktion L*(w) unmittelbar von Reuschle entnehmen können. 

?) Vergleiche hierzu die Bemerkung am Anfang des Beweises zu Satz 4. 

®) Diese Basis (26; 3) ist, ebenso wie die (26; 2) für p=5 schon früher von Fräulein 
Noether angegeben worden, wenn auch nur in dieser, ausschließlich für den Bereich R(e) gültigen 
Form; vgl. hierzu B. Einleitung. Dagegen sind die speziellen S-Basen zweiter Art (54;2 und 54; 3), 
ebenso wie überhaupt die Minimalbasen in allen weiterhin behandelten Fällen, unseres Wissens noch 
nirgends angegeben worden; selbst die Frage nach der Existenz der Minimalbasis ist für p > 7 
früher noch nicht geklärt worden. 
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4. p=1l, n=5, g=2; (344) fu)=u'— u +wW—u-+l, 
F(u) =u-+1; Satz 7. 


Wir finden bei Kummer und Reuschle, nach Multiplikation mit gewissen 

Potenzen von u 
L*(u) =1 +2u°. 

Wir ordnen hier die Rechnung etwas anders an, als im vorigen Falle. Es 
ist Z*(—1)=3; (52;4) 2-3—1-.5=1, also n=2, o= —J41; mithin nach 
(53) und (47) L(u) = (1 — u)(1 +2u?) — f(u), oder nach Division durch u®: 
L(u) =1—u—.u®, also L(7)=0 (mod 11); folglich wird wegen!) 7?=2 (mod 11), 
3:7=1 (mod 10); !(u) = L(u?) (mod u? -+1), d.h. (u) =1-+ u?°—u'; nun ergibt 
sich nach (40) sehr einfach 

*u)=(1—u—uW)il+u+u)i+u—u) 
=2+4u— u? —3u? + u! (mod u? +1), 
und s(u) nach (43), oder auch — wegen s*(—1) =1 — nach der Formel 
s(u) = s*(u) + 2f(u), wodurch ebenfalls s(— 1) = 11 erreicht wird, sowie schließ- 
lich t(u) nach (46). Man findet: 
78) Ku)=1+u—u!, s(u) =A+2u+w—5u?+3uf, 
t{u)=1-— u! + ut. 


Yo u Y%ı = Q0 193; Y2 = Aı 294; 
(26; 4) ” 
„th ih 
. 9. 9ı 


Auch hier gelingt es unschwer, noch eine spezielle S-Basis zweiter Art zu 


konstruieren. Zunächst genügt nämlich /!(u) = 1 — u? + u* den Anforderungen 


des Satzes 6a; denn /(u)=/!(u) (mod 2) und /(u) ist für alle Wurzeln von 
u® —1 =0 eine Einheit, weil 


d1—w#+u)W®—u+u)=1+(1—u+u)(u—1) 
ist. Weiter wird nach (40 a) 
s*+u)=(il—u+u)(i +u—u!)(l +u— u?) (moddu —1I)=wW"—u’-+ ut; 


und hieraus findet man S(u) nach (43a), da /(u) -s*(u)=1 (mod u’ +1), in 
der besonders einfachen Gestalt s(u) = 41 s*(u), woraus dann nach (46a) sich 
ergibt t(u) = (2 — u) -s*(w) (mod u —1). Mithin wird: 


(78 b) Ku) =1—u+u!, s(u) =41u — Alu? +11lut, 
tu) = —A1 + 2u? — 3u? + 3uR. 
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(78a) Au) =1—u’+uw, o(u)=2+u+6u— Bu? + 7ut! — 2u — u 
+5u—3u+4uw, tu) = u —2u+2u — Ur W"— u +. 

kokg de kıko ch k,kı _kakz  Kokg 


= _— = —— — —-— 3 — —- np = - \ 
(54; 4) 7 k, ’ 1 kg ’ 2 kg ’ Ü ko y+ ’ Ug ke 
5. p=23, n=1il, g=5; (3455) fu) = u! — u + -—---—u +1, 
F(u) =u-+1; Satz 7. 


Wir entnehmen den Tafeln von Reuschle, nach Division durch u und 
Änderung des Vorzeichens !) von u die Form 


L*(u)=1— u" — uw. 


[Die bei Kummer angegebene Form 1 —u—. u? ist oflenbar nichts an- 
deres als ZL*(u!°), also hiervon nicht wesentlich verschieden.] Durch geeignete 
Zusammenfassung der konjugierten Faktoren berechnet man ohne große Mühe 
entsprechend Formel (40) 


S*u) = 14 — Au —3u? + u? + 5u! +8u® — Yu? + 12u8 + 2u? + 2 ul, 


L*(—1) =3; (52;5) 4-3—1-11 =1, also z=2, o= —1; mithin nach (53) 
und (47) ZL(u) = [(1 — u + u? — u?) L*(u) — f(u)]u®, wobei der Faktor u® zur 
Vereinfachung hinzugefügt ist. Wir finden 

(79) Lu) =1+W— wW"—u-+u; L—1)=1. 


Statt nun S(u) aus S*(u) nach (43) zu bestimmen, können wir auch S*(u) so be- 
handeln, wie das soeben nach (47) mit L*(u) geschah, also 


(80) S(u) = Gi(u)S*(u) + G;(u) f(u) 


setzen, und dabei G;(u), G,(u) so wählen, daß einmal S(—A) = 23 wird, und 
daß jerner das Produkt aus G,(u) und dem soeben bei Z*(u) benutzten Multi- 
plikator G, (u) =1 —u-+u?— u? nach dem Modul /(u) kongruent 1 wird. 
Nun ist $S*%—1)=48; 3-48 — 11-11 = 23. Man erkennt daher leicht, daß 
G(u) =1 -+u'!+ u® den gestellten Anforderungen genügt, setzt zur Verein- 
fachung der Rechnung gemäß (80) 
S(u) = A + u + u°) [S*(u) — 4 f(u)] + fu) 

und erhält 

(31) Stu) = 20 +9u — Au? — 11u? + 10u! + 16ud — 2u® — 17 u? + 5u 

+ 8u? — u!®. 


Nun ist Z(15) =0 (mod 23); da 15’? =5 (mod 23) und 13 -17=1 (mod 22), 
so wird ?) (u) = L(u!”) und s(u) = $(u!”) (mod u!! +1), während zuletzt t(u) 





1) Siehe Anm. 1) S. 37. 
?) Siehe Anm. 2) $. 37. 
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wieder gemäß (46) bestimmt wird. Man erhält 


 Ku)=1—u+uwW— uw" +uw 


(82) J) s(u) = 20 +4u-+10u? + 2u? +5u? + ud — Yu — 11 u? — 16 u 
— 17u? — 8ul 


| tu) =4 +2u? + u! —2u8 — 2u? — 3u8 — 3u — u), 





Da die Berechnung dieser Funktionen hier zum größten Teile unterdrückt ist, 
fügen wir ein einfaches Kontrollschema an Hand der Formeln (29, 30) bei, indem 
wir nur die Koeffizienten der Potenzen von u hinschreiben, diese selbst aber 
weglassen und natürlich bei der Multiplikation sofort mod (u!! + 1) reduzieren. 


Dann wird 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


s(u) u) = 20, 4, 40, 2, 5, 1, — 9, 1, —16, —17, — 8 
— 8 —20, — 4-10, —2, —5, —1, 9, 41, 416, 47 

16, 17, 8 20, 4, 10, 2, 5, 1, —9, —1i 

5, 1, — 9, 11, —16, —17, — 8, —20, — 4, —10, — 2 








tu)-Ku)= 4, 0, 2, 0, s, 0, —2, —23, —3, —3 —I1 
— 1, — 4, 0, — 2, 0, — 1 0, 2, 2, 3, 3 

3, 3, 1, 4, 0, 2, 0, 1, 0, —2, —2 

1, 0, — 2, —2, —-3,—3 1 —4 0, — 2, 0 

— 2, 0, — 41, 0, 2, 2, 3, 3, 1, 4, 0 

5, —1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 


Aus diesen Kontrollen ergibt sich ohne jede Berücksichtigung der Herleitung 
von !(u), daß die aus /(u) (82,1) leicht zu bildenden 11 Funktionen y; (26) eine 
spezielle $-Basis erster Art bilden. 

Mit der Aufstellung dieser Formeln für die Zahlen p = 11,23 sind die meta- 
zyklischen Minimalbasen dieser Grade implizite vollständig bekannt und also 
auch die Darstellbarkeit der Koeffizienten der auflösbaren Gleichungen dieser 
Grade, getrennt nach Galoisschen Gruppen, gleich wie in den Fällen p =5,7 
nachgewiesen, da hier nach Satz 2 eine sukzessive Reduktion auf gleichfalls be- 
kannte Minimalbasen stattfindet. 

Für die Primzahl p = 47, die sich an 5, 11, 23 anschließen würde, ist bereits 
bei Kummer a. a. OÖ. gezeigt, daß sie sich nicht in der Form (48) darstellen 
läßt. Hier existiert also keine spezielle S-Basis. 

An die Zahlen 3,5 schließt sich nun als nächste Fermatsche Primzahl an 
die Zahl 


6. 2=1li, n=8, g=3; (3456) fu) =u +1; Satz 7. 
Wir finden bei Reuschle 


W 
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I*u=1+u+u, 
also Z*(10)=0 (mod 17); da nun 1011=3 (mod 17) und 3-41 =1 (mod 16), 
so wird!) /*(u)=_L*(u?) (mod u +1), und da hier /!(u) =/!*(u), so wird 
u) =1 + u? — u’. Ferner wird hier s(u) = s*(u) sehr leicht, durch geeignete 
Zusammenfassung konjugierter Faktoren, nach (40), und schließlich t(u) wie 
immer nach (46) gefunden. Es wird 
Ku) =1+uwW— u 
(83) s(u) =1-+6u +2u — 5u? +4Au! — 10u + 8uP — 3 u 
tu) =u— u? + u! —2u +2u — u, 
womit die spezielle S-Basis erster Art (26) auch für diesen Fall bekannt ist. 
7. p=13, n=6, g=2; (34,7) fü =u—w+1, Fu)=wW+1i. 
Wir finden bei Reuschle 
L*u) =1 —2u — u. 


Da hier Z*(i) =1 —3i, f(i) =3, setzen wir gemäß (47) 
L(u) =1-L*u) +u-fu)=1—u-—u?, so daß L(i)=41. Da ferner hier 
L(6)=0 (mod 13), 69° =2 (mod 13), 5-5=1 (mod 12), so wird!) (u) = L(u®) 
(mod u® +1) gefunden und sodann s*(u), s(u), t{u) wie in den früheren Fällen. 
Es wird 
(4) Ku)=1—u— u, s(u =6+3u—5u +4u? +2u! + u, 
u) =1—u?+u. 


Wir erwähnen noch, daß sich hier sehr leicht der Nachweis erbringen läßt, daß 


eine Funktion !(u) gemäß Satz 6a und somit eine spezielle S-Basis zweiter Art 
nicht existiert. Zum Schluß behandeln wir den Fall 
8. 2=19, n=9, g=2; (34,8) fuJ)=u—u’ +1, 
Fu) =u+1=(u+1)(W—u-+1). 
Wir finden bei Reuschle nach Änderung des Vorzeichens von u ?) 
I*u) =1—u— u. 

Es wird ZYt(—1) =1, L*(6) = — 26° für ö+ — 1. Man findet leicht, daß 
G,(u) = — (1 + u?) für die Wurzeln » von f(u) =0 eine Einheit ist wegen 
dt) ww tu) 1+ wu) wW—u +1), 

und setzt in Anlehnung an (47) 
L(u) = [— (1 + u)’L*u) + fu)Ju”=1+u+ uw, 


was für alle Wurzeln von F(u) =0 eine Einheit ist. Nun ist noch 
L(14) = 0 (mod 19), aber 141?= 2 (mod 19) und 13-7=1 (mod 18), also !) 
wird Z(u)=L(u”) (mod u® +1), woraus dann s*(u), s(u), t(u) in der bis- 
!) Siehe Anm. 2) 8. 37. 
2) Siehe Anm. 1) S. 37. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 6 
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herigen Weise leicht bestimmt werden. Man erhält 
| Ku) =1-+ u? — u 
su) =8+4Au+2u? + u? — Yu +5u5 — 7u8 +6u? +3 u8 
| u) =1— u +u— u ru. 
In den drei zuletzt behandelten Fällen ist, im Gegensatz zu den vorher- 
gehenden, durch Angabe der Formeln für die !(u), nur eine Reduktion des 
Basisproblems im Sinne des Satzes 2, noch nicht aber dessen vollständige 


Lösung erreicht, da die zyklischen Minimalbasen 16-ten, 12-ten und 18-ten bzw. 
9-ten Grades noch nicht bekannt sind. 


(85) 





( 
\ 
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Die Transformation einer Gruppe ausgezeichneter 
Kurven erster Art in einen gewöhnlichen Punkt. 


Von Fritz Buschmann ın Halle a. d. S. 


Einleitung. 

Wenn zwei algebraische Flächen durch birationale Transformation aus- 
einander hervorgehen, so entsprechen sich im wesentlichen die Punkte beider 
Flächen eineindeutig, es können aber Kurven in Punkte, d.h. Primteiler erster 
Art in solche zweiter Art, übergehen, und umgekehrt Punkte in Kurven. Derartige 
Kurven einer Fläche, die durch birationale Transformation aus einem Punkte 
hervorgehen, nennt man ausgezeichnete Kurven. Erster Art heißen solche, die in 
einen gewöhnlichen Punkt transformiert werden können, ohne daß einer ihrer 
Punkte in eine Kurve übergeht, und zweiter Art solche, die nur dann in einen ge- 
wöhnlichen Punkt transformiert werden können, wenn durch die Transformation 
gleichzeitig mindestens einer ihrer Punkte in eine neue Kurve übergeht. 

Für ganz einfache Fälle sind die charakteristischen Eigenschaften der aus- 
gezeichneten Kurven erster Art angegeben von G. Castelnuovo und F. Enriques'). 
Für den allgemeinsten Fall sind notwendige Eigenschaften der ausgezeichneten 
Kurven erster Art angegeben von H. W. E. Jung ?). In dieser Arbeit soll gezeigt 
werden, daß diese Eigenschaften auch hinreichend sind. 

Die ausgezeichneten Kurven erster Art zerfallen in Gruppen. Die Kurven 
derselben Gruppe hängen durch Schnittpunkte miteinander zusammen, während 
zwei Kurven verschiedener Gruppen sich nicht schneiden. 

Irgendeine Gruppe bestehe aus den o Primkurven ®,, By,...,®,. Die Zahl 
der Schnittpunkte von 9; und 3; bezeichnen wir mit (B,, ®,) und setzen 
(Br, Bı) = — bu. Das System (b,) sei mit b und das zu b reziproke System (a,), 
das immer existiert, sei mit a bezeichnet. Die Systeme a und 5b haben folgende not- 
wendige Eigenschaften: 

1. a und 5 sind quadratische, symmetrische und ganzzahlige Systeme mit 

der Determinante 1. 


1) @. Castelnuovo und F. Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali nella teoria delle 
superficie algebriche, Ann. di mat. 6 (s. 3) (1900), Abschnitt 3. 

2) H. W. E. Jung, Über die ausgezeichneten Kurven algebraischer Flächen, J. f. M. Bd. 142, 
pag. 102. Man vergleiche auch H. W. E. Jung, Algebraische Flächen, Helwingsche Verlagsbuchhdlg. 
Hannover 1925, pag. 63—90, 

6* 
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2. Alle a, sind positive Zahlen, ebenso alle du. Für k+/ sind 2(oe —1) 
der Zahlen 5; gleich —1, die übrigen sind Null. 

3. Die Elemente a, können so geordnet werden, daß alle Determinanten, 
die aus den ersten i Horizontalreihen und den ersten i Vertikalreihen 
(für 0v=1,2,...0) bestehen, gleich 1 sind. Wir nehmen im folgenden 
an, daß das System a in dieser Weise geordnet ist. 

4. Die Systeme a und 5b können durch Hilfssysteme k und g in Einheits- 
systeme transformiert werden. Bezeichnen wir ein System, das aus 
einem anderen durch Vertauschen der Vertikal- und Horizontalreihen 
hervorgeht, durch Überstreichen, und schreiben wir für das Einheits- 
system kurz die Zahl 1, so bestehen die Gleichungen 


(1) gg =a, hh=b 
od =i1, gh=1. 


5. In den Systemen g und Ah stehen in der Hauptdiagonale Einsen, unter 
ihr Nullen. Oberhalb der Diagonale stehen in A entweder die Zahlen O 
oder — 1, und in g Zahlen größer oder gleich Null. Es möge noch an- 
gegeben werden, daß a und g in der ersten Horizontalreihe, b und A in 
der letzten Vertikalreihe übereinstimmen. 


6. Durch die Gleichung 


(2) (Br Ba... Be) = (l,1,...,1)8 
wird eine Kurve 

(3) B=- BB... Be 
definiert. Es ist immer 

(4) (B;; B) nn (Bi, 8), (Bi, BB) = —2 ’ 


wenn & eine Kurve der kanonischen Klasse der Fläche ist. 


Wir wollen die vorstehenden Eigenschaften der Systeme a und 5b und der 
Kurven %; als erfüllt voraussetzen und beweisen, daß sie hinreichend sind dafür, 
daß die Kurven ®,, B,,..., ®, eine Gruppe von ausgezeichneten Kurven erster 
Art bilden, oder mit anderen Worten, daß wir sie alle in ihrer Gesamtheit durch 
eine passende birationale Transformation in einen gewöhnlichen Punkt trans- 
formieren können. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von einer Kurvenschar (€) aus und leiten aus 
ihr durch Hinzufügen passender Potenzen der ®; eine Kurvenschar (®) ab, 
deren Kurven die ®,; nicht schneiden. Deuten wir r passend gewählte Kurven 


EI, B,..., 6” aus der Schar (&) oder, was dasselbe ist, aus der Kurven- 
klasse <&) als ebene Schnitte einer neuen Fläche, so entspricht der Gruppe der 
Kurven ®,, ®y,...,®, auf dieser Fläche ein Punkt, und zwar, wie wir zeigen 
werden, ein gewöhnlicher Punkt. 





a 
3 
3 
4 
R 
ii 
B; 
{ 
2 
u 
3 
‘$ 
& 
i 
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I. Wahl von (6). 


Es sei (T) irgendeine Kurvenklasse einer algebraischen Fläche, und 


(IT) = (RIT') die Ergänzungsklasse von (T). Ist die Dimension {T’} der Klasse 
(T’) gleich Null, dann ist nach dem Riemann-Rochschen Satz für zwei unab- 
hängige Veränderliche 


wo p,„ das arithmetische Geschlecht der Fläche bedeutet. Steht das Gleichheits- 


zeichen, so heißt die Klasse (T) regulär. Wir wählen nun eine reguläre Kurven- 
klasse (6) mit folgenden Eigenschaften: 


1. {6} >4A. 
2. Die Klasse (EC) sei primitiv, d. h. unter den ganzen Kurven von (€) sollen 
= Primkurven vorkommen. 


3. Die ganzen Kurven von (EC) sollen keine allen gemeinsame feste Stellen 





WELT Dyn TRT ” RE ET . 
EEE R BEL TER N. Ne u A tor R SATT 


haben, so daß es in (EC) ganze Kurven ohne mehrfache Stellen gibt. 
. Mu, i)=45>0 fri=l,2...,P- 
Eine solche Klasse (EC) gibt es immer. Zunächst kann man, wenn nötig, 
die gegebene Fläche immer birational in eine solche transformieren, daß 
den Primteilern 8; wirkliche Kurven entsprechen. Ist dann (X) die 
Klasse, der die ebenen Schnitte dieser Fläche angehören, so ist (W, B;) > 0 
; und auch (W, 8) = A(U, 8) > 0 für positives A. Man kann aber A 
\ immer so groß wählen, daß die Klasse (W*) regulär ist !). Wir brauchen 
| dann nur (EC) v (W) zu setzen, damit die Eigenschaft (B;, C)> 0 immer 
! erfüllt ist. 
| 5. Da (EC) regulär ist, gilt 
; (5) 9=—-4EC)+pm +1. 
| Wir definieren: 
i Eine Klasse (OQ), deren Dimension größer als Eins ist, heißt primitiv, wenn 
N nicht alle ihre ganzen Kurven einen gemeinsamen Teiler haben; sie heißt voll- 
‘ kommen primitiv, wenn außerdem die ganzen Kurven von (Ö) keinen allen gemein- 
? samen Punkt haben. 


Unter Berücksichtigung dieser Definition können wir die oben angegebenen 
Eigenschaften 2. und 3. zusammenfassen, indem wir sagen: Die Klasse (C) sei 
vollkommen primitiv. 


II. Bestimmung von Hilfskurven. 


Wir bestimmen aus den Primkurven ®; zusammengesetzte Kurven (;, so 
daß die Gleichungen 


(6) (&;, G;) = —41 und (E;, B) = —1 
erfüllt sind, wo ® durch (2) und (3) definiert ist. 








1) @. Castelnuovo und F. Enriques, Mathematische Enzyklopädie III. C 6b, Nr. 3, 13 u. 17. 
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Wir setzen 

(7) G; = BEUKEH.. . Blei 
und bekommen aus (6), wenn wir unter a; das System (a1;, Qai,. .., Ag) und 
unter ß das System (ßy, ßg-.-,ß.) verstehen, die Gleichungen 


ab; =1, abß=A, 
oder mit Berücksichtigung von (1) 
(8) aüha;h=A, ahßh=A. 
a;h ist ein System y = (Yy, Ya --. %,) und fh ist nach (1) und (2) das System 
(1,1,...1). Aus (8) ergibt sich dann 
n+tYatetyn-ti ud ıtypat + =1- 


Da alle y, ganz sind, so ist das nur möglich, wenn ein y, = 1 und alle anderen 
Null sind. Das ist auf o verschiedene Arten möglich. Aus ;h = y oder ; = yg 
erhalten wir so o verschiedene Systeme a;, die identisch sind mit den Horizontal- 
reihen von g. Wir können alle Lösungen von (6) und (7) zusammenfassen in der 
Gleichung 


[|  @yı Apı ' * ' Ası 
GAj2 ga ' "Asp 
(9) a= . . . ? =$. 
og "Ayo | 








Die Kurve €; enthält also wegen der Eigenschaft 5. in der Einleitung die 
Kurve %; genau in der ersten Potenz, und im übrigen nur Kurven B; für k > ıi. 
Im besonderen ist &, = ®, und (vgl. Eigenschaft 5. der Einleitung) 

62 =- BT" 2 or Ber , 
so daß wegen Eigenschaft 2. der Einleitung €, alle Kurven 3; wirklich enthält. 
Die Schnittpunktszahlen (&,, ®;) und (E;,, &;) werden gegeben durch 
(10) (Eu B)) = ((E, Bi), (Ey, Br), - +, (Eos Br) 
= —ba=—bg=—hhg = —h 
und 


(11) (Eu E)) = ((E, &), (Ey E),- . -, (E,, &)) = a ((Er, B)) 
== a(— h) n —geh = — 1. 


III. Hilfssätze. 


Wir betrachten eine Klasse (59) und setzen voraus: 
(12) 1. (9; &;+ı) = (9, Cr+2) _. = (9,6) =. 
2. 9 sei eine ganze Kurve aus (9), die durch ®; teilbar ist. 
Deshalb setzen wir 
(13) 9 = Br. Be 9: ,>0. 
Unter Verwendung von (7) und (9) können wir auch schreiben 


(14) a A TEEE LEE 
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Die Kurve $,1in (13) und (14) soll kein ®; für i>k enthalten. Deshalb ist 
(15) HH B)>0, i>k+i. 
Da nach (9) die Kurve €; nur aus ®;, Bi}1,.. ., ®, zusammengesetzt ist, so folgt 
aus (15) auch 
(16) St, i>krt. 
Ebenfalls wegen (9) enthält €; die Primkurve 9; genau in der ersten Potenz, 
während 8; in E41, Ex+2,. . ., E, nicht enthalten ist. Deshalb ist 
(17) u=H>0. 
Aus der Voraussetzung (12) und wegen (11) und (14) folgt 
(9E)=- —-+(9,&)=0, ıi>k+i 
oder, unter Berücksichtigung von (16), 
(18) =: 6)>20, i>k+l. 
Die Exponenten z, in (14) sind wegen (17) und (18) nicht negativ. Es be- 
steht also der 
Hilfssatz 1. Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so sind alle ganzen 
Kurven der Klasse (9), die durch ®}* teilbar sind, durch &/* teilbar. 
Diesem Satz können wir auch die Form geben: 
Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so ist die Klasse (9 B,') für 
uk, wenn sie ganze Kurven enthält und wenn €, nicht identisch 
mit ®B,, d.h. keine Primkurve ist, imprimitiv, und zwar hat sie 
mindestens den Faktor €,8,'. Es sei nämlich ® eine ganze Kurve 
aus (8, '), die nicht den Faktor €, 87" hat. Dann würde BB, eine 
ganze Kurve aus ($) sein, die den Faktor ®,, aber nicht den Faktor 
G,„ hat, was aber dem oben Gesagten widerspricht. 
Aus (12) folgt noch wegen (9) 
(19) (9, &) = (9, Br). 
Die Zahl der Bedingungen, daß eine Kurve 9 einer Kurvenschar ($) eine 
Primkurve 3; als Faktor enthält, ist aber höchstens gleich (9, ®;) + 1. In Ver- 
bindung mit Hilfssatz 1 und (19) können wir deshalb sagen: 


Hilfssatz 2. Sind die Voraussetzungen (12) erfüllt, so ist die Zahl der Be- 
dingungen dafür, daß eine ganze Kurve 5 der Kurvenschar (9) die 
Kurve €; als Faktor enthält, höchstens gleich (9, Bi) +1 = (9, &) +1. 


IV. Bildung neuer Klassen (G,). 
Wir wollen aus der Klasse (CE) eine neue Kurvenklasse (®) herleiten, indem 
wir (€) multiplizieren mit 
I adı 
(20) B, = BEBL--- Be. 
Es seı also 


(24) (6) = (CB) = (CB BF --- Be). 
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Die Klasse (&) soll die Eigenschaft haben, daß alle Zahlen (©, ®,) ver- 
schwinden, während nach I., 4. alle (€, 8:) von Null verschieden sein sollen. Es 
bestehen demnach die Gleichungen 


22 a0, immalıe 
Aus (22) ergibt sich mit (21) 
c—öb=0 
oder, unter Berücksichtigung von (1), 
(23) ö=ca. 


Die Exponenten ö, sind also positiv. Wir wollen jetzt die nach (20) und (23) durch 
ganzzahlige positive Potenzen der 9, dargestellte Kurve ®, durch die €; aus- 


drücken. Setzen wir 

(24) = BB Be= EHE. Eee 
so gilt nach (7) und (9) die Gleichung 

ö=:g, 

oder, in Verbindung mit (1) und (23), 

(25) e=öh=cah=cggh =cg. 

Die Exponenten e; sind also wie die ö, positiv. Sie bedeuten auch noch die 
Anzahl der Schnittpunkte von € mit €,, denn nach (7), (9) und (22) ist 

(26) (E&,E&))=ıg=e. 

Wir wollen den Übergang von der Klasse (C) zur Klasse (®) schrittweise 
ausführen und setzen deshalb 


(27) (CE) = (6), (EST) = (Gen . . ., (GE) = (6) = (6). 
Ferner wollen wir noch definieren 

(28) (8,41) = (©). 

Die Systeme der Schnittpunktszahlen der in (27) definierten &; mit den 
&; und 9; sind dann nach (11) und (26) 





Ve 5%‘ 
00 8,&'''& 
00 O8 :''& 
(29) ((&, &)) = ((E, 6), (&; Öl... (8) 
0000 ...8-ı 
(0000-.-.-.0 





Wegen (9) ist 
a (Bi, $,)) = 8 (Bi, G;)) _ ((&;, G;)) 


und nach (1) 


((B;, &)) = h((E;, ©r)), 


also 
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*k...%* 
08 
008,*:--* 


000 ..:---.* 
(30) (Bi $;)) — (Bi, Ö,), (DB; Ö,), un, (B;, 6,)) u 4 u z i N 
0000 -.-.-8-ı 
0000-.-.-.0 
Dabei sollen die Sternchen Differenzen bestimmter e; bedeuten. 








V. Beweis, daß die Klassen (G,) regulär und vollkommen primitiv sind. 
Der Riemann-Rochsche Satz für zwei unabhängige Veränderliche lautet 
+) > —41, T)+p+1- 
Ersetzen wir T durch C75, wo 7% eine ganze Kurve ist, so wird 
TI=- ETF SLET)=0, 
wenn 
{e} =0 
ist. 
Da nach I. und IV. unsere ın (27) definierten ©; den eben angegebenen Be- 


dingungen von T genügen, so gilt in unseren Betrachtungen immer {T’} = 0. 
Wir können daher den Riemann-Rochschen Satz immer in der Form 


(31) M>—1IT,T)+p, +1 
annehmen. Gilt 
(32) {T}= — 11T T)+p, +1; 


so heißt die Klasse (T) regulär. 
Wir ersetzen T in (31) durch C€, und erhalten 
(33) {CE} > — 4 (CE, KO") +p, +1 
>— 4 CO) +p+1+(5E)— HE. 8). 


Aus (33) ergibt sich mit (4) und (5) 

(34) {E} > {8} + (EC, €) — + (E, EB). 
Andererseits ist die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve der Klasse 
(CE,) die Kurve €, = ®, enthält und damit zu einer mit €, multiplizierten ganzen 
Kurve aus (€) wird, höchstens gleich (CE,.8,) +1 = (CE, €&,) +1. Es besteht 
also die Gleichung 


{92 {CE,} — LEE, &) +1] 


oder 

(35) {tE}S{8} + (8E,,€&) +1. 
Wegen (6) folgt aber aus (34) und (35) 

(36) {LE} = {dl} + (CE, &) — HE, 28). 


Hieraus ergibt sich auch, daß die Zahl der linear unabhängigen Bedingungen 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 1. 7 
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dafür, daß eine ganze Kurve aus (CE,) durch &, = ®, teilbar ist, genau gleich 
(TE, E,) +1 ist. 

Aus (33) und (36) können wir folgern, daß auch die Gleichung 

(37) {TE} = — + (CE, (CE) + pP. +1 


besteht, daß also nach (32) die u (EC E,) regulär ist. Sie ist auch primitiv, da 
die Klasse (C€,) höchstens €, = ®, als Faktor enthalten könnte. Diesen kann 
sie aber nicht enthalten, da sich aus (36) wegen (6) und (26) 

(38) {CE} > {0} 
ergibt. 

Die Klasse (C€,) ist aber nicht nur primitiv, sondern auch vollkommen 
primitiv. Eine gemeinsame Stelle ihrer ganzen Kurven könnte nur auf &, =%®, 
liegen, da die ganzen Kurven aus (E) keine festen Stellen haben. Dann würde 
aber die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve aus (C€E,) durch ®, 
teilbar sein soll, kleiner als (CE,, ®,) + 1, was dem oben gewonnenen Ergebnis 
widerspricht. 

Da (CE,) eine reguläre und vollkommen primitive Klasse ist, so können 
wir in den oben angestellten Überlegungen C €, statt € schreiben, und wir erhalten 
aus (36) bis (38) die Gleichungen 

{CE} {C6,} + (CE, G,) |. (&,, E,®) 
(39) {EE} = — 3 (05, (CE) + pP. +1 
{CE} > {66}, 
und es ergibt sich ebenso wie oben, daß die Klasse (C 6) regulär und vollkommen 
primitiv ist. 
Indem wir immer wieder CC, statt € schreiben, erhalten wir 
(EE,, E,) — + (E,, €,8) 
(40) {CE} = — + (CE, (CE) +p, +1 
| a. v=1,2,..,8- 
Nacheinander finden wir also, daß alle Klassen (C &,), (€ G,), .. (CE) = (©,) 
regulär und vollkommen primitiv sind. 
Summieren wir (40) über v=1 bis v» = e,, so erhalten wir 
(414) 8, = {CE} = {EC} + {CE EN) — 3 (Er, EB) 
{8} = 36,6) +Pp. +1- 
Wir nehmen jetzt an, daß die Klasse (G,+ı Ce") regulär und vollkommen 


primitiv ist und wollen zeigen, daß dann auch die Klasse (&,;ı€,) regulär und 
vollkommen primitiv ist. Nach (31) und (32) bestehen die Gleichungen 


{Sur €, = e” GH, ROH )+m +1 
(urı er} vu + (GH ", KO,HE"") + Pa + 1. 
Aus beiden Gleichungen ergibt u durch Subtraktion wegen (4) 

43) {6,4} >18," + (Gr, E) 4 (Eu EB). 


(42) 
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Nach (11) und (29) ist aber 
($,11&,.&) = 0, i=u+il, u+2...0. 

Die Kurven ®,;ı€, erfüllen also die Voraussetzungen (12) unserer in III. 
abgeleiteten Hilfssätze.. Deshalb enthält eine ganze Kurve der Kurvenschar 
(®,+1€,) gleich die Kurve €,, wenn sie ®, enthält, und die Zahl der Bedingungen, 
daß eine ganze Kurve der Klasse (&,;ı€,) die Kurve €, enthält und damit zu 
einer mit €, multiplizierten ganzen Kurve aus (G,11€, ') wird, ist höchstens 
gleich (,41€,,8,) +1 = (6,11€, €.) +1. Es besteht also die Gleichung 

SH In In, u) +1] 
oder 

(44) (HG SH + In, ) +: 

Wegen (6) folgt aber aus (43) und (44) 

(45) {8,1} = {,HC + (6,1, E,) — + (E,, EB). 

Hieraus ergibt sich auch, daß die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze 
Kurve der Klasse (&,;ı€,) durch ®, und damit durch €, teilbar ist, genau gleich 
(,+&, 8.) +1 = (GurE,,€E,) +1 ist. 

Wir schreiben statt (42) und (45) 

(46) {9,H1&}= —4 (8,1, (GH) +p, +1: 

Die Klasse (&,;1€,) ist also regulär, wenn (®, €) es ist. 

Aus (45) ergibt sich wegen (6) und (29) 

(47) {8,1} > {G,H1C7"}, val,2,... 8, 

Die ganzen Kurven der Klasse (&,;1ı€,) können also nicht sämtlich die Kurve €E,, 
oder wegen unseres Hilfssatzes 1, nicht sämtlich die Kurve ®, enthalten. Damit 
die Klasse (&,;ı€;) aber wirklich primitiv ist, darf sie auch kein ®; für k> u 
als einen allen ihren ganzen Kurven gemeinsamen Faktor enthalten. 

Daß sie einen solchen Faktor nicht haben kann, zeigen wir indirekt. Wir 
nehmen an, die Klasse (®,;ı€,) hat 8; als Faktor, dann hat sie wegen unseres 


Hilfssatzes 1 gleich €; als Faktor. Dieser Faktor €; kann aber nur ein echter Teiler 
von €, sein, da wir zu der als vollkommen primitiv vorausgesetzten Klasse 


(,+1€, ') nur die Kurve €, hinzugefügt haben, und da, wie wir schon gesehen 
haben, die Klasse (&,;,ı€,) nicht den Faktor €, hat. 


Wir zerlegen €, folgendermaßen: 
(48) eG =- BE, EC, Eu; az, 


wo k und alle A, größer als u und diese von k verschieden sind. Durch Zusammen- 
setzen mit &, erhalten wir aus (48) unter Berücksichtigung von (11) 

0 = (B,; E,) RE 
oder 


(49) a= (B,, ©), k>u. 
7* 
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Wegen (10) und Einleitung 5. kann a in (49) nur O0 oder 1 sein. Daher muß 
wegen (48) aber «a =1 sein. 
Wir setzen 


(50) (8,+1€,) = (9) = & (90). 
Es ıst also 
(51) {6,16&,.}={9} = {9 - 


Dabei ist es gleichgültig, ob (9,) noch Kurven €; für « <i=+ k enthält oder nicht. 

Aus (49) und (50) folgt aber, wenn wir 5 mit 9, zusammensetzen, 

(52) (9; B,) aa (90: B,) + B. 

Da die ganzen Kurven aus (9) alle nach Annahme den Faktor €, haben, 
so ist die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine Kurve aus (9) durch B,, und damit 
durch €,, teilbar ist, höchstens gleich (9, ®.) +1 = (9, ®,), während wir infolge 
von (45) für die Zahl dieser Bedingungen die Zahl (9, 8.) + 1 gefunden haben. 
Es ergibt sich also aus unserer Annahme ein Widerspruch, d.h. es ist die Klasse 
(9) = (6,41€) primitiv, wenn die Klasse (G,;1€, ') es ist. 

Sie ist auch vollkommen primitiv, wenn (®,,1ı€, ') vollkommen primitiv 
ist. Denn eine gemeinsame feste Stelle ihrer ganzen Kurven könnte nur auf €, 
liegen, da die ganzen Kurven aus (®,.1€, ') keine festen Stellen haben. Da 
6, nur Kurven B; mit Ak u enthält, so könnten feste Stellen nur auf diesen 
Kurven liegen. Läge eine auf einer Kurve ®;, wenn k > u, so würden die ganzen 
Kurven aus ($) mindestens einen Schnittpunkt mit 9; haben, während nach 
(10) und (30) doch (9, ®;) = 0 ist für k> u. Läge eine feste Stelle auf B,, so 
würde die Zahl der Bedingungen dafür, daß eine ganze Kurve aus (9) durch B, 
teilbar ist, kleiner als (9, 8,) +1 = (G,41€,, €.) +1, was wegen (45) nicht 
sein darf. 

Die Klasse (G,;1ı€,) ist also regulär und vollkommen primitiv, wenn die 
Klasse (&,+1€, ') regulär und vollkommen primitiv ist. 

Da, wie wir fanden, alle Klassen 

(Ger Ep), (Ber Ep)s. (Ger Er) = (Ö,) 


— wenn wir an die Definitionen (27) und (28) denken — regulär und vollkommen 
primitiv sind, so sind also auch alle Klassen 


(Ö,+16&,), (41€), eo. (G,+1C4*) - (6,) 


und damit auch alle Klassen 


(©,), (8,1), ... (6,) J (©) 


regulär und vollkommen primitiv. 
Wir summieren noch die Gleichungen (45) und (46) über alle » von 1 bis e, 
und erhalten 
5) (Ira + (ar Eur, Eur) — 4 (Eur, Eur B) 
{&,} = —4(0,6,)+P,+1- 


FE, 


AM i Pr Fr 
ET ER 
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Summieren wir wieder über alle « von 1 bis o, so erhalten wir 
(54) (63 = {EB = {CE + (EB Bo) — 4 (Bo Bod) 
[6 = —1(6,6)p, +1: 


Die Dimension {G,} von (®,), also auch {®&}, ist immer größer als vier, 
weil {6} > 4 gewählt ist. 


VI. Die Transformation der Kurven 3, in einen gewöhnlichen Punkt. 


Es sei {6} =r> 4. Da außerdem die Klasse (6) regulär und vollkommen 
primitiv ist, so können wir aus (©) linear unabhängige ganze Kurven 


(1) a2) (r) 
ee _ 


auswählen, die keinen allen gemeinsamen Teiler und keine allen gemeinsame Punkte 
haben. Wir setzen 


NN: Mn: 


und deuten die x; als homogene Punktkoordinaten einer Fläche G im Raume von 
r — 1 Dimensionen. Da zufolge der Wahl von (®) die Gleichung (22), (©, B;) = 0, 
besteht, so entsprechen den Kurven 9, auf G Punkte. Aber alle diese Kurven 
müssen bei der Transformation in denselben Punkt der Fläche G übergehen, da 
die Kurven der Gruppe B;,, Ba, - . -, ®, durch Schnittpunkte miteinander zusammen- 
hängen. Dieser Punkt heiße P. Es bleibt zu zeigen, daß P ein gewöhnlicher 
Punkt von G ist. Um das zu beweisen, betrachten wir die durch P gehenden ebenen 
Schnitte von G und zeigen, daß diese dasselbe Geschlecht haben wie ein allgemeiner 
ebener Schnitt von G. Ein ebener Schnitt von G ist 


1-6" +0,56" +...-+,0N, 


wo die a; Konstante sind. Da die ganzen Kurven aus (©) im allgemeinen keine 
mehrfachen Punkte haben, so gilt für das Geschlecht z(WX) von W die Gleichung 


(55) 272(M —2=(G, GR). 


Der ebene Schnitt A geht dann und nur dann durch ?, wenn X durch die Kurven 
B; teilbar ist. Dazu ist, wie es sein muß, eine Bedingung notwendig und hin- 
reichend. Es muß nämlich X durch 3, teilbar werden, wozu (W, B,) +1 
=(®, 8,) +1, oder, wegen (27) und (30), genau (G,,8,) +41 =1 Bedingung 
hinreichend ist. Dann aber wird wegen unseres Hilfssatzes 4 in III. der ebene 
Schnitt X von selbst durch €, teilbar, und zwar genau durch €,, da die Klasse 
($E7') nach V. vollkommen primitiv ist. Wir nehmen an, X sei durch GC, teilbar 
und setzen Y = &,W,. Die Gesamtheit der Kurven W, entspricht dann den durch 
P gehenden ebenen Schnitten von G. Da die Klasse (€) '), der die Kurven N, 
angehören, vollkommen primitiv ist, so haben die A, keine allen gemeinsame 
Stellen und es gibt unter den W, Primkurven ohne mehrfache Stellen. Für das 
Geschlecht z(W,) einer solchen Kurve gilt 


(56) 27) 2 = (A, WR) = (GET, GET’ 8) 
= (©, (6) K) — 2 (E,, ©) 4 (E,, C,) rn (E,, KR). 








54 Buschmann, Transformation einer Kurvengruppe in einen Punkt. 


Hieraus folgt aber wegen (4), (6) und (29) 
2n(4,) —2=2n2(W) —2 
oder 
(57) aA) = RN). 
Der Punkt P ist also ein gewöhnlicher Punkt. 


Schließlich kann man die Fläche G in einen Raum von drei Dimensionen 
projizieren, wobei man immer erreichen kann, daß dem gewöhnlichen Punkt P 
von G ein gewöhnlicher Punkt der neuen Fläche entspricht. 


Schluß. 


Wir haben angenommen, daß die Bedingungen 1.—6. der Einleitung er- 
füllt sind und haben nur unter diesen Voraussetzungen eine Transformation auf- 
gebaut, die uns gestattet, die e Kurven ®; in einen gewöhnlichen Punkt zu trans- 
formieren. Damit ist bewiesen, daß die angegebenen Bedingungen nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend sind dafür, daß die o Kurven %, eine Gruppe 
ausgezeichneter Kurven erster Art bilden. 





Es ist mir eine angenehme Pflicht, meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Professor Dr. Jung, für die Anregung der Arbeit sowie für das rege Interesse und 
die wertvollen Ratschläge bei ihrer Ausführung auch an dieser Stelle ergebenst 
zu danken. 
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' Über die Näherungsnenner Stieltjesscher Kettenbrüche. 
‚ Von Walther Jänichen in Berlin. 


1. Einleitung: Aus der Theorie der Kettenbrüche ist Folgendes bekannt. 
Eine Potenzreihe 














BR. 070... SOREME.. SE BEBPEBER 
(1) z ze + 23 z* 
ist seminormal, das heißt, ihr entspricht ein unendlicher Kettenbruch der Form 
| 1 | 1| 1| 1 
“ ‚0,2 ” L2 ” ıb32  |b4 
wenn die Determinanten 
 —& (— 1)-1c, — (5 Ca Be a 5 
WE a erterstemen mean ME wanna tun tnnsee seen] 
(—1y1c(— 1YPoyı (y—1 (— 1) 1c(— 16H — (ey 
(v=1,2,3,...) (v=2,3,4,...) 


von Null verschieden sind, und zwar lassen sich die b, in einfacher Weise durch 
die Determinanten @, und y, ausdrücken !). sStieltjes hat nun die weitere An- 
nahme gemacht, daß die 5, positiv sind, was damit gleichbedeutend ist, daß 


(4) BERAT 

Y Yırı < 0 
ist, und gezeigt *?), daß derartige Stieltjessche Kettenbrüche bemerkenswerte Eigen- 
schaften besitzen. U. a. hat er gezeigt, daß die Wurzeln der Näherungsnenner 
reell, einfach und nicht positiv sind. Für die Näherungsnenner gerader Ordnung 
findet man leicht 








1 Cı (— ae C, 
(2) B;,(z) . ei. . = ‘ u e- ır " ie — = R,(2) ’ 
Yrı De een ae YHı 
2 (—1PoHı°° — 





während man für die Nenner ungerader Ordnung folgende Darstellung gewinnt: 


!) Vgl. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen (Leipzig 1913), S. 304 und 375. 
2) Perron, a. a. 0. $ 69. 
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1 Bus; Ca (— 4y (, 
(6) Bil) = PA 2 Cz + (—APerı _2 s..,@). 
oO, 2 8 ee BB Er ou ER EEE BE TE ER Pp, 
el Ka) 95 Ba 


Während nun Stieltjes sich zum Beweise des Wurzelsatzes der Theorie der Ketten- 
brüche bedient, wobei er komplexe Zahlen benutzt, wollen wir die erwähnten und 
einige andere Eigenschaften allein aus der Natur der in der Darstellung der B;(z) 
auftretenden Determinanten ableiten. Von den beiden linearen Relationen (12) 
und (17) findet sich die eine, (12), dieschon auf Jacobi zurückgeht, auch in der grund- 
legenden Arbeit von Frobenius, Über das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 
(Crelles Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114). Während 
Frobenius zum Beweise dieser Relation zwei Determinantensätze heranzieht (Fr. 
a.a.0. $2 (1) und $ 10 (2)), werden wir nur eine solche Relation benützen. Übrigens 
beziehen wir von vornherein unsere Untersuchung auf die allgemeinere Deter- 


minante 


1 (1a AN A eyanna 
(7) RP (z) um 2 (— 1)" Ck+1 (— u Ck+n 
2 (— _: Aue Ce+n ° * (— 1) ec+n—ı 








die für k=1 und k =2 die Determinanten des sStieltjesschen Satzes liefert. In 
$ 2 werden wir dann eine Transformation einer Determinante der Form (7) in 
eine andere Determinante vornehmen, deren Elemente, um mit Frobenius zu reden, 
einem rekurrierenden System angehören. Diese neue Darstellung liefert dann 
in $ 3 eine neue Beziehung unserer Wurzelsätze zum Trägheitsgesetz der quadrati- 
schen Formen). 


$ 1. Wurzeleigenschaften der Gleichung R®%(z) = 0. 


Wir bezeichnen die Elemente der Determinante (7) zur Abkürzung mit a”, 
wo r=1,2,..,n+A1 unds=1,2,...,n +41, die Determinante selbs tmit A, 


die Unterdeterminanten von A mit A}”. Dann ist nach einem allgemeinen Satz 
der Determinantentheorie ?), der sich auf die aus Unterdeterminanten gebildeten 


Determinanten bezieht, 
ArAN — AAN = AA,s. 


A; ; geht aus A hervor, wenn man die Zeilen und Spalten wegläßt, die sich in den 


Elementen a!” und a” schneiden. 


Wenden wir diesen Satz auf die Determinante ARÜ(z) an, indem wirr =4 
!) Verwandte Fragen behandeln die neueren Arbeiten 
E. Fischer, Über das Caratheodorysche Problem, Potenzreihen mit positivem reellem Teil 
betreffend. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 32, 1911, S. 240 ff. 
M. Riesz, Sur le probleme des moments. Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik Bd. 17, 
Nr. 16, 1923. 
®) H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, Braunschweig 1912, 2, Aufl. $ 31. 
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und s=n-+1 setzen, so erhalten wir, wenn wir uns noch der Bezeichnung 
7 _; für die Determinante 


(1 a (1) 4 | 
(8) ER ee ER TE, a SEE 
A ana (A crron— 
bedienen, 
(9) an A A RP). 
Führen wir nun die Determinante 
0 ee EEE 0 
(IT cr (A ar (NT eryn 1 
(A arı (are (1) ""o4n4ı2 | = (— 1)" Rn (@) 
(— : Aal C+n (— Al rar I ) a 4m 2 








ein und wenden auf sie den obigen Determinantensatz für r 
an, so folgt nach einigen leichten Umformungen 


l 


lunds=n-+2 


(10) nal Rd) pi. (2). 
Ersetzt man in (9) n durch n +1, so ergibt sich 
(11) ER) — a RE) = AED RD Le) 


und durch Elimination von RAY)’ (z) und ARÜY*”(z) aus (9), (10) und (11) erhält 
man endlich die folgende Rekursionsformel für die RW (z): 





(&) 2 EHDRO (7) (k) (k+1) (k) 2 | (k+1) 
(12) lin] Yun R at de Petn+i Er Pr; | Prtn—ı 
(k) (k) (k+1) R® (k) 2 _(k+1) nik) 
2 2 Pin Prtn Pr: +n u | Pin] 9 Petn n—1 (2) a 
n 
= k —1) ’ 
Multiplizieren wir endlich Ry’(z) mit ar ‚ um eine ganze rationale Funktion 
Pi+n—ı 
zu bekommen, die mit z" anfängt, und setzen 
n p(k) (k+1) 
(k) (—1) R, (2) Pr+n 
(13) Gn (2) = nr, 
pW) p%) 
k+n—1 k+n—1 


so gilt für die G’(z) die Rekursionsformel, nachdem wir noch n durch n —A 
ersetzt haben, 


1 











Mr — I __ _ (k) 2 n(k+1) 
Gn (2 a“ 2 (k) (k) (k+1) (Ip ne] Pe+n 
(14) Prrn—2 Pr+n—ı Pır+n—ı 
(k) (k) 
(k) 2 m(k+1) ee; Prtn Pitn-k) 
+ I — GM (2). 


[9° 2 
Eine zweite wichtige Rekursionsformel ergibt sich in folgender Weise. Wir 
ersetzen in (10) n durch n — 1 und erhalten 


1 An ne 2) = Yan Anl): 


n—2 Pırn—ı n—1l 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft. 
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und in (9) ersetzen wir k durch k +1 und n durch n — 2, worauf folgt 


(k+2) n(k+1) (k+1) (k+2) —_ m%+2 (k) 
(16) Pr+n RR, (2) — 2 Prrn_ı n—2 (2) U Tk+n—1 R,_1(2) e 


Aus (9), (15) und (16) erhält man dann nach Elimination von R® ,(z) und 


k+1 
Ri 2’(z) die neue Recursionsformel 


(k+1) (k-+1) p(k) ie (k) (k+1) _ (k+2) (k) (k+1) _(k+2) 
(17) Weir Payn un (2) = (p Prrna Prrn Pırzn —Prrn-ı Pin Petn-ı 
(k) (k+1) "u Er (k) (k+1) (k+1) Bm 
— 2 Pr 4n—1 Pr+n—ıPrrn ) Ro (2) — 2942 _ı Petn—ı Prrn RR, (2); 


die wir später noch weiter vereinfachen wollen. 

Für die weitere Untersuchung müssen wir nun eine Formel ableiten, die uns 
zeigt, daß die @(# nicht unabhängig sind voneinander. Es läßt sich nämlich zeigen, 
daß die Größen 9%+2 bekannt sind, wenn man die g® und pt" kennt und 
zwar besteht folgende Relation 

n—1 [p«+n]2 





’ 1 
(18) put) = ph) ee . 
ne k k) 
2 £& ER N 
Beweis: Aus (10) folgt für z2=(, da HR” (0) = on 
(k+2) p(k) PER +2) m) — [mk+1)]2 
(19) Prrn+ı Pi+n—ı re [p% rn ] 
oder 
(k+1) 72 (k) 
(k+2) _ [PrHn + Patn (k-+2) 
k+n+1 ‚(k) (k) k+n * 
Pin Prin-ı 


Ersetzt man hierin nacheinander n durch n —A, n—2,..., 2 und eliminiert 


aus den so entstehenden Gleichungen nacheinander die Größen 7» in» ++» 


y%+>, so erhält man 

















(k+1) ı2 (k+1) ı2 (k+1) 12 pk+2) 
pk+2) za (k) ( [PYrrnıl KEN + Zu Ken + - Pr+2 ") 
ktn —Tkın— (k) (k) a a (k) m(k) ‚(k) a 

Prrn—a Prin—ı Prrn 3 Pitn—. Pr+1 Pre yo 

Nun ist 
k+1 k 
(k) : (—1) Ck (— 1) arı | — (;C u 
| qyi qye+ı = (£Cı+2 k+1 > 
(—1) arı (—1)" Gr 
also 
k+2 k+2 En Ch ’ 
(k+2) 2 k+1 

Pr qyerı Ck+1 (— 1) 

Zell) Zi y 

Prrı k Pı+1 k 

(k+1)12 k+1)12 
e [Pı, ] [pr *”] 
= k) y(k k k) ? 
oe om pi 
24 
wobei g&ı =1 zu setzen ist. Ersetzt man das letzte Glied nn der obigen 
k+1 


Klammer durch diese Summe und schreibt n statt k-+n, so erhält man 
Formel (18). 





nn 


0 


Be: 














Jänichen, Über die Näherungsnenner Stieltjesscher Kettenbrüche. 59 


Wir benutzen (19), um (17) noch weiter umzuformen. Die beiden ersten 
Glieder der auf der rechten Seite von (17) stehenden Klammern ergeben nämlich 
2 (tn pn Hey pt wu pr) n 

N n -n—2 +n— +n—1/’? 
also nach (19) mit n —1 statt n 
pr 1) [p*+D N , 
Benutzen wir endlich noch (13), so folgt aus (17) die Rekursionsformel 
| er A Bl 2. 
(20) Gr (2) -(2- . = Er 2) Gr (2) 7 TIEF - (k+ = Gn2 (2). 
Pirn— ı Pin 


"rd 1 p, +n 


Aus (18) leiten wir weiter einen wichtigen Satz über das Vorzeichen der 
Determinanten 9% ab, indem wir die Stieltjessche Voraussetzung in der etwas 
allgemeineren Form 


(21) si n ( (1) (1) ) = E, S1 n (2) m(2) zuie 
5 Y, r,— 4 (p, rt 


ansetzen, wobei &e gleich +1 oder —1 ist. Dann ergibt sich mit Leichtigkeit 
aus (18) 


sign (PD 90) ,) = sign (pp ,) = + = sign (pERHN GE) = e, 
sign (pP p),) = sign (9yN,)= = sign (pd Oo g)=—E 
oder allgemein 
(22) sign (p® ea) a 2 
Aus (22) folgt noch, daß 
(23) sign ( go) ,) = +1 


ist. 

Wir gehen nun zur Ableitung der Wurzeleigenschaften der Gleichung 
Rv(z) =0 oder G®(z )=0 über. Die Rekursionsformel (44) für die Funk- 
tionen GN (z z) gilt auch noch für n=2, wenn man 


(24) G()=1 und ge) =1 
setzt. Dann läßt sich zeigen, daß die Funktionen 
(25) (2), GHal),..., Cyl2), GY (2) 


eine Sturmsche Kette bilden. Denn ihnen kommen folgende vier Eigenschaften 
zu, die zur Charakterisierung einer Sturmschen Kette genügen und sich leicht mit 
Benutzung von (14), (23) und (24) beweisen lassen: 


1. Das Endglied der Reihe (25) hat für jeden Wert von z dasselbe Vorzeichen, 
nämlich das positive. 


2. Von den Funktionen GP (2) können nicht zwei aufeinanderfolgende für 
denselben Wert von z verschwinden. 


3. Verschwindet ein mittleres Glied der Reihe für einen Wert von z, so haben 
für diesen Wert die beiden benachbarten Glieder entgegengesetztes Vor- 
zeichen. 


4. G% (z) ist vom Grade n, und der Koeffizient der höchsten Potenz 2" ist positiv- 
8*+ 
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Für eine solche besondere, durch (4) charakterisierte Sturmsche Kettegilt nun der Satz, 
daß alle Wurzeln von G®(z) = () reell und verschieden sind, und zwar liegt zwischen 
je zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln eine und nur eine Wurzel von G!? ,(z) = 0. 
Weiter läßt sich zeigen, daß alle Wurzeln negativ sind. Wir betrachten zu dem 





Zweck das Intervall «a= —», ß=0. Dann ist 
sign GY’ (a) = (—1)",..., sign GV’ (a) = —41, sign Gy’ (a) = +1. 
Für z=ß=0 ist nach (13) 
ö pe+D gi+D 
sign Gy (ß) = (— 1)" sign ( n ) ..., sign Gy (ß) = (— 1) sign (Er): 
Pr+n—ı Pk 
p%+1) 
sign Gp (8) = sign ( =.) 
Pr—ı 


Nun ist aber nach (22) 
sign [Ga (B) al] = (— NN NT = +1, 
also 
sign GW (ß) = sign Gh ı(ß). 
Es gehen daher im Intervall — © ---0 n Zeichenwechsel verloren, d. h. in 
diesem Intervall liegen n Wurzeln der Gleichung G%(z) =0. Mithin ist jetzt 
bewiesen 
Satz I: Unter der Voraussetzung 


sign (Od )=e sien(Pgyf)=—E €E=+l 
sind alle Wurzeln von R® (2) = 0 negativ und verschieden, und zwischen je zwei 
aufeinanderfolgenden Wurzeln von ARW”(z) =0 liegt eine und nur eine Wurzel 
von RY (2) =0. 
Außer zu der Sturmschen Kette (25) gehört GY’(z) noch einer anderen Kette 
an. Es läßt sich nämlich zeigen, daß auch die Funktionen 


(26) Gn (2), Gm (2)... 60 0" (2), Go” (@) 


eine Sturmsche Kette bilden. Um dies nachzuweisen, benutzen wir die Recursions- 
formel (20), aus der sich die oben angegebenen Kennzeichen einer Sturmschen 
Kette leicht ablesen lassen, wenn man noch bedenkt, daß jede Wurzel einer Gleichung 
Gh+’(z) = 0 negativ ist, also 

| a] k 641 

sign | — z = (1) (1) 1 = —1. 


(k+1) (k+2) 
Prrn—ı Pi+n 





Als Ergänzung zu obigem Satz haben wir also den folgenden 

Satz II: Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung 
R®(z) =0 liegt je eine und nur je eine Wurzel der Gleichungen RN} (2) = 0 
und Ay (2) = 0. 

Es seien nun der Größe nach geordnet 2,, 23 - . ., 2» die n Wurzeln der 
Gleichung Gy (z) = 0, z, die absolut größte, 2, die absolut kleinste. Dann ist, da 
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sign Gh (— ©) = (— 1)" ist, für ein z im Intervall z, - - - 2, sign (GW (z)) = (—1)"", 


für ein z im Intervall 2, -- 2, sign (G®(z)) = (—1)""*, also für ein z im Inter- 
vll z,°* 2. sign (9 )) = (— 1)". Entsprechend seien &,, %3, - - -, In-ı 
die ebenso geordneten Wurzeln von G% (2) =0 und Y1;Y3> = - +; Yn_ı die der 


Größe nach geordneten Wurzeln von G4., (z)=0. x, und 4. liegen zwischen 
2. und 2-1. Dann ist nach (9) 


(k-+1) n—1_ (k) (k) (k) n—1_(k+1) M 
Parn (13 Prrn 2 en? PB. Fu 1) Prrn- ‚oe (2) 


RR u 4 aüle po G® (z) 


also für z=r,, da GC (te) = = (0), 


Ga (8a) = = Gr (8a) 
sign (GR (%.)) = — sign (Gr (X)) = (— 1)". 
Ferner ist, da z = 2,;ı zwischen y, und %,;ı liegt, 
sign (Cu (2a41)) = (1%. 
Es ist also 


GH (y) =0, sign (GEH (.)) = sign (Gr (2041)) = (19. 


k+1 . 
Da nun zwischen y, oder x, und z,_ı keine Wurzel von Gy, (z) = 0 liegen kann, 


so muß x, zwischen y. und 2,+ı liegen, weil sonst GE) (x,) und GC (z.+1) 
entgegengesetztes Vorzeichen hätten, was nach dem eben Bewiesenen nicht der 
Fall ist. Wir erhalten also den weiteren 


Satz III: Von den zwischen den Wurzeln z, und 2.+1ı der Gleichung 
R®(z)=0 gelegenen Wurzeln x, und y. der Gleichungen RAY ,(z) =0 und 
RU (z) = 0 ist stets 

(27) Ya< Le. 


$ 2. Transformation der Determinante RÜ(z). 


Es sei (Cj, €, C3, ...) irgendeine Zahlenfolge und C ein beliebiger Parameter. 
Aus den c; leiten wir eine Folge von Differenzen Ac,(C) her, indem wir setzen 


Ac(C) = Ca — rs ei.23.: 
ebenso aus den Ac;(C) eine neue Folge von Größen A?c,(C), wobei 
42c,(C) = CAc(C) — Acıı(C), kmi22... 
Allgemein sei für ein beliebiges n 
283) MIC) =CAHallC) — A’arılC), k=1,23,3,..., n>1i. 


Man überzeugt sich leicht durch vollständige Induktion von der Richtigkeit der 
allgemeinen Formel 


(29) All) =C"c -(7) "ar + (5) "ar — +: +1) () G—n- 
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Wir bilden nun aus dem recurrierenden System c,, — Ca, C3,... die Deter- 
minante 


cı —(, 
D= —6 Cz (—A)'onyı 
(— iu (— 1)" cn; a 








Addieren wir in D zu der n-ten, (n — 1)-ten, ... Spalte die jeweils vorhergehende, 
nachdem wir sie mit C multipliziert haben, so geht sie über in 








Cı Ac,(C) — Ac,(C) (A AcılC) 
— (5 — Ac,(C) Ac;(C) ... AP’2cll) 
ne Cz Acz(C) — Ac,(C) (1) Acnrı(C) 
Ay’ DD’ IN Berl) -- Bd slC) 


Indem man diese Operation wiederholt mit den neuen Spalten vornimmt, erhält 
man schließlich 





c, Ac,(C) A2c,(C) A""c,(C) 
— 6 — 4c,(C) — 42c,(C) — A4"c(C) | 

(30) D= Ce Ac;(C) A?c,(C) --- A", (C) 
a u Eee u | 





KA HALF) AT AAC) 


Nehmen wir nun die angegebenen, bisher auf die Spalten angewendeten Opera- 
tionen auch mit den Zeilen der zuletzt erhaltenen Determinante vor, so ergibt sich 
die neue Determinantendarstellung 


D= Ac,(C) A?c,(C) --- 4" c,(C) 








A" c,(C) A"c,(C) BR 4”? c,(C) 


Für C =1 erhalten wir die bekannte von Hankel angegebene Transformation 
von D. 

Wenden wir das eben geschilderte Verfahren auf die Zeilen und nz letzten 
Spalten der Determinante 








1 a — Cz AP’ 

y4 ai Ca Ca F (— 4)" Cn+1 
R,„(z) 205; 2? Cz — Cy4 ... (— er Cn+2 

2 (Ar (1) one — Con 


an, so folgt 





ZU 


wi 


wa 


ist. 


k 
R, (z 
riere 
mina 


Weis 


mina: 
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1 Cı Ac,(C) -- 7 c,(C)‘ 
+0) AclC) Acll)--- Aral) 
R@)= | +CYPAcllC) ALealC):--- Art elc) 


[ 
ur. FRE RE EEE Be a een I 





(2 + C)"A"c(C) A" c.(C) --- A” rc, (C) 


Wir haben nämlich in (30) nur n durch n +1, die c, durch 2, und die Elemente 
der ersten Spalte durch 


+ )er+l)erz+ +7 = (s+C), r=0,1,2,....0 


zu ersetzen. Setzen wir endlich C = —z, so geht A,„(z) über in 


Pu 9 MA 


Wenden wir dieses Resultat auf die Determinante (7) für RY(z) an, so haben 
wir für die Elemente der transformierten Determinante nur zu setzen 


1a) N ante NÜ)N "ar, 
was nach (29) 


ıst. Es ist also 


7 ..0. 
‚+ . | 
‚= | 


. . . . u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I 


(31) RU 


[IS 





| z" 1 Tan Er, (1) a4m-ı | 
elfaaik-9 (2 al-9-- (VL all 
NT da) (NE a NA az 


A a Ei EEE IE EEE AT EEE EEE DIE Bi EEE 


12) (NN) NAT 2) 


u 





Ry(2) ist jetzt in eine Determinante verwandelt, deren Elemente einem rekur- 
rierenden System angehören. Die Hauptunterdeterminanten der zweiten Deter- 
minantendarstellung von R%(z) sind die Funktionen 


RP (@), RPs),...,APe@, Rrk)=1. 


Eine weitere Determinantendarstellung von R® (z) gewinnen wir auf folgende 
Weise. Durch Änderung der Reihenfolge der Spalten und Zeilen der ersten Deter- 
minante für ARW”(z) findet man leicht 
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1 (1 ern-ı Yan (1 Tan 
1 ER 
= AN (1a N Tann 
nn|1 
u @) = (—1) 2 22 ( er Ck+2n 3 (— a ... fe 1) "ern 
1 k+n—ı k+1 k 
zu (—1) Ce+n—ı (— 1)” on (1) % 





Durch Anwendung der Transformation (31) erhält man dann unschwer 




















2 n 
Aa (Fr... „pm 
(32) 11 A ann Da A nm 
(—A)" RP (z) = a A u nn 2? rn z" 
1 A C4n—ı k—1 A" ' u on ATe m 
TE NER a Zu 








Die Hauptunterdeterminanten dieser Determinante sind die Funktionen 


(Ra), (Re)... (VRR  (d), Rd) =1. 


S$ 3. Beziehung zum Trägheitsgesetz der quadratischen Formen. 


Der durch (31) eingeführten symmetrischen Determinante für R®(z) ordnen 
wir nun eine quadratische Form @ (&,, £g, - - -, %n; 2) zu, indem wir jedes Element 
a” mit x,x, multiplizieren und dann Zal”x,x, bilden Wir erhalten so 


n 


Plan 2.452) = IN tat +mm)Aal— 2) 


(33) RE... 
+ 1 an + ana + + mr) Al). 
r=1 


Die Funktionen 
R®(z2), Rfılz),... Rr@), Role)=1 


bilden dann eine Kette der Hauptunterdeterminanten der Determinante RW (z) 
der Form g(2j,..., &n5 2). Diese Kette hat der Rekursionsformel (12) zufolge 


die beiden Eigenschaften: 
4. Für keinen reellen Wert von z können zwei aufeinanderfolgende Glieder 


der Kette verschwinden. 
2. Wenn ein inneres Glied der Kette für einen Wert von z verschwindet, 
so haben die beiden benachbarten Glieder für diesen Wert von z entgegen- 


gesetztes Vorzeichen. 
Es sei nun z= £ eine negative reelle Zahl, die keine Wurzel von R®(z) = 0 ist. 


Pl, 2n; E) = p(E) lasse sich in eine Summe von x positiven und » negativen 


Quadraten von linear unabhängigen linearen Funktionen der n Veränderlichen 





Jouı 











Jänichen, Über die Näherungsnenner Stieltjesscher Kettenbrüche. 65 


Lys Xgs » + +, &u transformieren. Dann ist nach einem Satz aus der Theorie der quadra- 
tischen Formen !) x gleich der Anzahl der Zeichenfolgen, » gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel ın der Kette 


RPıE), RP .(E)....R®Pıe), ARE). 


Nach (13) entspricht aber jeder Zeichenfolge in dieser Kette ein Zeichenwechsel 
in der Kette 


GE, rl)... Ci, CIE 


und umgekehrt jedem Zeichenwechsel eine Zeichenfolge. x ist also gleich der An- 
zahl der Zeichenwechsel dieser Kette. Da aber . Kette für & = 0 lauter Zeichen- 
folgen aufweist, so gehen in dem Intervall &- --0 z Zeichenwechsel verloren, d.h. 
nach dem Sturmschen Satz liegen in diesem Minnie ze Wurzeln von RP (z) = (), 
Wir erhalten so den 

Satz IV: Ist £ keine Wurzel von RP (2) —=() und liegen in dem Intervall 
E---0 r reelle Wurzeln von R\(z) = 0, so läßt sich g(£) in eine Summe von 
positiven und n — zz negativen (Juadraten von n linear unabhängigen linearen 
Funktionen transformieren. 

Dabei kann & wohl eine Wurzel eines der auf RW(z) folgenden Glieder sein. 
Wir betrachten jetzt den Fall, daß & eine Wurzel von R%(z) = 0 ist. Es ist also 
R®(&) = 0, während Ri? ,(&)+0 ist. Wir können nun zwei Werte ,&<E£<$, 
annehmen, so daß im Intervall &, --- &, GV’ (z) nur an der Stelle z = £ verschwindet, 
während G® ( (2) für z = £&,, &, &, dasselbe Vorzeichen besitzt. Wir wollen noch 
&, und £, so wählen, daß ın der Reihe GP (3), GN (2), SEEN ‚G6Pız 2), Gy (z) kein 


Glied für z = £, oder z = £, verschwindet?). Dann müssen in der Reihe G® (z) En 
GY(z), GW (z) für z= &, und z= £, gleich viel Vorzeichenwechsel auftreten. Nun 
tritt aber nach dem Sturmschen Satz in der Reihe G% (z),.... Gy (2) für z=&, 


ein Vorzeichenwechsel mehr auf wie für z= £&,. Dieser kann daher nur zwischen 
GY’(&,) und GW ,(£,) liegen. Nehmen wir also an, daß zwischen &, und 0 x Wurzeln 
von GY”(z) = 0 liegen, so treten in der Reihe G® (2), ---,Gh(z) für z= Eu &, &a 
je a —1 Zeichenwechsel auf, demnach n — 1 — (ra —1) =n— x Zeichenfolgen. 
Nach dem oben En verschwindet demnach in der Kette der Hauptunter- 





determinanten RW (z), - , R®(z ) für z=£ das erste Glied, während in der Kette 
der darauf folgenden Glieder » = n — x Zeichenwechsel vorkommen. Daher läßt 
sich g(£&) als eine Summe von nz’ =n—1—(n— nr) =n—1 positiven Qua- 


draten und von »’ = n — x negativen Quadraten von voneinander unabhängigen 
linearen Funktionen darstellen ®). Wir erhalten so 
Satz V: Ist & eine Wurzel von RY’(z) =0 und liegen in dem Intervall 
-0, & mit eingeschlossen, x Wurzeln von R®(z ) = (0, so läßt sich g(£) in eine 





ıy H. Weber, a. a. 0. $ 89. 
?) Zwei aufeinanderfolgende Glieder können (14) zufolge für keinen Wert von z verschwinden. 
®) H. Weber, a. a. 0. $ 89. 
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Summe von m —1 positiven und n —r negativen Quadraten von n —1 linear 
unabhängigen linearen Funktionen transformieren. 

Ist endlich £ eine positive Zahl, so ergeben sich für z= £ in der Kette 
G®(z),...,G$(z) n Zeichenfolgen, demnach für die Kette der Unterdeterminanten 
n Zeichenwechsel, d. h. g(£) läßt sich als Summe von n negativen Quadraten 
darstellen. Also ist p(£) für positive £ eine negative definite Form, während g(8) 
für jedes &, das kleiner ist als die kleinste Wurzel von R®(z) = (), eine positive 


definite Form ist. 





e} 


Zuı 














Auswertung bestimmter Integrale. 
Von Guido Hoheisel in Breslau. 





Ein bekannter Satz der Funktionentheorie, der zur Berechnung bestimmter 
Integrale dient, lautet: Ist Q(z) eine in der Halbebene $(z) > 0 bis auf Pole reguläre 
Funktion, für welche außerdem in 3(2)>0 zQ0(z2)—0!) und die Integrale 


0 © 
[ Q(z)dxz und [ Qıx)dx (x reell) 
BR 


existieren, dann ist 
v0 
| Qla)dz=2niER, 


wobei Z’R die Summe der wegen z0(z)— 0 nur endlich vielen Residuen von O(z) 
bedeutet ?). 

Jordan?) hat gezeigt, daß statt der Voraussetzung zsQ0(z)—0 ausreicht 
Q(2)—0. 

Wir wollen zeigen, daß noch weit geringere Voraussetzungen ausreichen. 
Dabei soll, was natürlich keine Einschränkung bedeutet, Q(z) in %(z) = 0 überall 
regulär sein. Es gilt: 

Ist Q(z) eine in der Halbebene %(z) >0 reguläre Funktion, für welche die 


Integrale / "Qlz)dz und [ "Qlz)dz (x reell) existieren und für die in dieser 
- 0 


Halbebene die Ungleichung 
|Q(z)| <const.e:*" (k<A) 
statthaft, dann ist 


STeie)dz =. 


Zum Beweise erinnern wir an zwei Sätze: 
1. Satz von Phragmen-Lindelöf *): Ist f(z) in $(2)=0 regulär, aut der 
reellen Achse beschränkt und für große |z| |f(z)|< const. e:#(k<1), 
dann ist f(z) in der ganzen Halbebene beschränkt. 





1) — bedeutet „gleichmäßig konvergiert gegen“. 

2) Die Nichtexistenz von reellen Polen folgt aus der Integrabilität von Q(z). 
®) Cours d’analyse II. 

*) Acta mathem. Bd. 31. 
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2. Satz von Lindelöf!): Ist /(z) in einem Winkelraum 9, <argz<pg, 
regulär und geht auf den beiden Randstrahlen argz = 9, und argz = g, 
für |z| = © gegen bestimmte Werte a, und a,, so nimmt entweder f(z) 
im Winkelraum jeden Wert bis auf höchstens einen an oder es gilt im 
ganzen Winkelraum fz)>a=a,= a. 

Die in %(z)=0 analytische Funktion 


vis) = [ Qta)da+ [Qtadz, 
—ıo 0 


wobei der Kurvenweg im zweiten Integral geradlinig von O0 bis z führe, ist für 
reelle © beschränkt; insbesondere ist 


o()>0 für To — on; yo(X)>a= [oda für > +o. 


Ferner ist für große |z| 
|p(z)| < const. + |z| - const. e!:!* < const. e':* (k<k'<1). 
Also ist nach Satz 1 g(z) überhaupt beschränkt und daher nach Satz 2 
y)>0 =a 
und die Behauptung erwiesen. 


Anmerkung: Es genügt, daß die Ungleichung für Q(z) nur für eine Folge 
von Halbkreisen mit unendlich wachsendem Radius und festem Zentrum (oder 
eine Folge von ins Unendliche wachsenden Kurven nicht zu großer Länge) erfüllt 
ıst. Auch dann gilt nämlich Satz 1 und der Beweis bleibt unverändert. 


1) Sc. Fenn. 1908. 
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Die Gewinnung der Einheiten 
in gewissen relativ-quadratischen Zahlkörpern 
durch das J. Hurwitzsche Kettenbruchverfahren. 


Von Anna Stein aus Hamburg '). 


Mit 8 Figuren. 
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Einleitung. 


J. Hurwitz hat in seiner Arbeit: ‚Über die Reduktion der binären quadratischen 
Formen mit komplexen Koeffizienten und Variablen“ ?) eine Kettenbruchtheorie 
für den Körper k= AR(i) der „rationalen komplexen Zahlen“ entwickelt. Das 
Ziel dieser Arbeit ist, die Bemerkung am Schluß von H. zu einem systematischen 
Verfahren auszugestalten, das gestattet, für jeden relativ-quadratischen Körper 
K=k(Yd) über k eine Grundeinheit e, oder wenigstens eine möglichst niedrige 
Potenz einer solchen durch die J. Hurwitzsche Kettenbruchentwicklung einer 
geeigneten Zahl w, aus Ä zu berechnen. Es gelingt in der Tat, ausgehend von einer 
bestimmten (bei Vorgabe von d unmittelbar angebbaren) ganzen Zahl w, aus K, 
in allen Fällen eine Grundeinheit &ı;; des Ringes Ä,,; aller mod. (1 +) einer 





!) Die Anregung zu dieser Arbeit sowie wichtige Hinweise für die Durchführung verdanke ich 
einer Reihe von Besprechungen mit Herrn H. Hasse. 
?) Acta math. 25 (1902), im folgenden zitiert mit H. Ich setze die Resultate dieser Arbeit als 


bekannt voraus und begnüge mich jeweils mit kurzem Hinweis auf die betr. Stelle von H. 
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Zahl aus k kongruenten ganzen Zahlen von K zu berechnen, und für eine bestimmte 
Klasse von Körpern K sogar eine Grundeinheit e, von Ä selbst. Formal verläuft 
diese Berechnung ganz analog, wie in dem bekannten Falle eines reell-quadratischen 
Zahlkörpers K= k(/d) über dem rationalen Körper k—= R mittels des gewöhn- 
lichen Kettenbruchverfahrens !). 


S 1. Formales über Kettenbrüche. 
Unter einer Kettenbruchentwicklung der Größe a, wird ein Formelsystem 


der Art 
4 4 


a = 04, — 000: a, =d, — 
(1) Gag A,+1 


kurz a, =[a,,.:.,4; Qa,4ı] 





verstanden. Um den dabei vorliegenden Zusammenhang zwischen den Teilnennern 
a, und Resten a, übersichtlich darzustellen, bedient man sich zweckmäßig des 
Matrizenkalküls. Es werde 


0—1 
(2) ne \ .) 
gesetzt und die Näherungszahlen p ,g, in der Matrizendarstellung 
(3) P,= E mr ) 
4, q, 


durch die (in sich widerspruchsfreien!) Rekursionsformeln 


(4) P, = P,-ı A, mit der Anfangsbedingung P,= =: 0) 


Bann ee. 
(ausführlich “ aha )), also in expliziter Darstellung 


_—— 


q, ar a, nt ug d,_2 


(5) P,=P,4,..» A,, 
eingeführt, die die Determinantenrelation 
(6) |?P,|=1 


ohne weiteres erkennen lassen. Da sich die Formeln (1) als linear-gebrochene 
Substitutionen 


u )-+.C,) 


schreiben lassen, hängen die Reste «a, mit a, durch die linear-gebrochenen Sub- 
stitutionen 


(anal) rel) 
a A,+1 Q,+1 





!) Siehe etwa H. Weber, Lehrbuch der Algebra I, elfter Abschnitt. 
2) Das Zeichen — soll die Gleichheit der Quotienten aus den beiden Elementen der beider- 
seitigen ‚Matrizen bedeuten, oder also auch die Proportionalität der beiderseitigen Matrizen. 





V 
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e - P, @,+1 m. P,-ı . . . 

(ausführlich a, = Tee ) zusammen, die sich unter Einführung der Pro- 
v v+l1 v—1 

portionalitätsfaktoren 


(9) e,=q,a, 


auch als lineare homogene Substitutionen 


—1 — 1 — 1 
(10) € a, 1 a,.41 0 On 


darstellen lassen. 


Wir verstehen im folgenden unter (1) die J. Hurwitzsche Kettenbruchent- 
wicklung 1. Art einer komplexen Zahl a,. Dabei sind die Teilnenner a, als ganze 
Zahlen des Körpers k = R(i) durch a, in gewisser Weise !) eindeutig bestimmt. 

Unter den Bestimmungsregeln für die a, heben wir die Kongruenzbedingung 


(11) a,=( mod. (1 +) 


hervor. Da es in k nur die beiden Restklassen 0, 1 mod. (1 + :) gibt, können wir 
für diese Restklassen die kurzen Bezeichnungen gerade, ungerade verwenden. 
Aus (2), (4) folgt, daß die Matrizen P, den Kongruenzen 


(12) P,= (. = oder (} ,) mod. (1 + :) 


genügen ?), also der durch die Reste (\ 3 ( ,) mod. (1 + i) repräsentierten 


Kongruenzuntergruppe ?) der Modulgruppe in k angehören. 


Dann und nur dann, wenn a, zu k gehört, bricht die in dieser Weise vor- 
genommene Entwicklung (1) nach endlich vielen Schritten ab ®), und dann und 
nur dann, wenn a, eine quadratische Irrationalität über k ist, ist sie periodisch >). 
In dem letzteren, uns hier allein interessierenden Fall haben wir eine feinere Ein- 
teilung der Teilnennerfolge, als die den vollen Perioden entsprechende, zugrunde- 
zulegen. Es sei 





Qı = la, ; org dx, dx+1; .eo.g RR Gx+1] 


ein periodischer Kettenbruch 1. Art mit der kleinsten Vorperiode a,, ..., a, 
und der primitiven Periode ayrı, --., Adx+,,, d.h. a,;ı der erste Rest, der einem 
späteren a,+,+ı gleich wird und a,+,.+ı der erste solche spätere Rest. Dann 
gibt es auch einen ersten späteren Rest ay+n,.+1, der zu a,;; assoziiert ist, 
so daß also 


aan "N; 
Oytn +1 = U 0 Oyrı 


ist. Wir nennen a,ı1, »»:s Ayın, die primitive Teilperiode und Ü"" ihren Faktor. 
x+ +n, 





»H.1 81. 
2) Die Kongruenzwerte O0 in (12) gelten sogar mod. 2. 








(15) 


( 0 
In; 


( 0 
0 7 
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Allgemein reden wir von einer bei ax:ı beginnenden n-gliedrigen Teilperiode 
vom Faktor i”, wenn 
— "m 
Aytn+ı = LU (Ady4ı 


ist. Es wird dann !), wieder als Kettenbruch 1. Art, 





(13) a) = [Ayy 2.25, de; Anti, 200, Axt; 
. N Zu s i m 
U" dy41; ( i)" Qu+2, ..., ((— 1) i)" Qyr35 | 1) L) Gx+31+1]- 


Für = (l!—1)n folgt hieraus 
1 yr-D n 


Gdy+in+ı = (— 2 +(Ml—1)n+15 


und somit durch Rekursion 


( WI), ı\” 
Grinzı=\(—1) ? I Gx+1* 


Beginnt also bei a,., eine n-gliedrige Teilperiode vom Faktor i”, so beginnen 
dort auch /n-gliedrige Teilperioden für jedes Vielfache /n von n mit den Faktoren 


ldi—1) m Im .. 
(y® n ;') f = für gerades n | 
| i”” für ungerades nJ 





(14) 


Da ferner nach (13) alle auf die primitive Teilperiode folgenden Reste zu je einem 
der n, Reste a4ı1, »-., G@yın, assoziiert sind, können keine anderen als die 
In,-gliedrigen Teilperioden bei a,., beginnen. Insbesondere ist also die Länge 
v, der primitiven Vollperiode ein Vielfaches von n, (und zwar kommt nach (14) 
für gerades n, nur v,= n,, 2n,, An,, für ungerades n, nur », = n,, 2n, in Frage), 
und es kann auch bei keinem a, der kleinsten Vorperiode eine Teilperiode be- 
ginnen, weil sonst dort auch eine Vollperiode begänne. 

Beginnt bei a,:, eine n-gliedrige Teilperiode vom Faktor :”, so hat man 
nach (13) für die durch (2) definierten Matrizen A,+„+, hinter dieser Teilperiode: 


"u al BE PR, 0 \. (1970) 
er u ar) be er oh 


und daraus für gerades uw: 


Ayy+n+1 .. Aytntu 


m 
(0 fome = Ay4 A ( 


) (3°) (@ 0 ) A ne), (39) 
.)Arsı o Ve - ir Vom) oo 1)" 


1 0 


j . s . r r ‚ \ (— N m 0 j” 0 
weil sich die „Zwischenfaktoren‘ je zu Diagonalmatrizen ) ne 
0 (— i)” 0 e 
zusammenfassen und dann mit allen Faktoren vertauschen, also ans Ende ziehen 
lassen; für ungerades « hat man ähnlich: 


—— 


)H.1,$2 























he 
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(16) Axytn+ı Erw Axtn+u 


10 - 70) ( 0 (9) ( 0) (79) 
-(o A Ars ( 0 1/\0 (— i)" Aura 0 1/'',\o* Aut 04 


(10 . 
(anal) 


$ 2. Relativ-quadratische Körper K=k(\d). 
Es sei K ein relativ-quadratischer Körper über k=R(t). Dann gibt es 
eine bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmte ganze, quadratfreie Zahl d+£0,1 
aus k, so daß K=k(Yd) ist. Wir denken uns d durch die Vorschrift 


- 5 <ampl.d<s+ „ eindeutig normiert. Unter den beiden, konjugiert- 


komplexen d, d entsprechenden, konjugiert-komplexen Körpern K = k(Yd), 
K=k(y/d), von denen wir ja für unseren Zweck nur einen zu betrachten 
brauchen, legen wir ferner einen bestimmten Ä durch die Forderung 

1 

2 

fest, den wir dann normiert nennen. Schließlich schreiben wir zur eindeutigen 
Festlegung der Yd noch 


<ampl.d<s+ 


(17) 0< ampl.yd < + z 


vor und nennen die so durch den normierten Körper X eindeutig bestimmte ganze 
Zahl Yd aus K die normierte Erzeugende von K. 

Bekanntlich gibt es stets eine Relativbasıs 1, ® für K bezüglich k, durch 
die alle und nur die ganzen Zahlen a aus Ä in der Form a = a-+ bo eindeutig 


dargestellt werden, wenn a und 5 alle ganzen Zahlen aus k durchlaufen. Eine 
besonders einfache solche Relativbasıs erhält man mit !) 





[| a) = Vd für d==1 mod. 2 
1+Yd „. 
b) DV, = TI für d=1 mod. 2, d == + 1 mod. 4 
18 - Vd 
ae co)” = Sun für d=1 mod. 4 
. /d 
u en ni für dm — 1 mod.& 9), 





1!) Siehe etwa J. Sommer, Vorlesungen über Zahlentheorie (1907), V. 49. 

?) Diese vier Fälle lassen sich durch die Teilbarkeit der Relativdifferente d von K bezüglich 
k auch folgendermaßen charakterisieren: a) d=0 mod. (1 + i, b)d=0 mod. (1 + ü), == 0 
mod. (1+ :)?, c), d) d==0 mod. (1 -+ ©), sind also bis auf die Unterscheidung von c) und d) 
dem Körper K eigentümlich, während die letztere Unterscheidung erst durch unsere Normierungs- 


festsetzungen Sinn bekommt, da ja c) und d) durch Übergang von d zu —d ineinander überführbar 
sind, ohne K zu ändern. 
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wo /Yd die normierte Erzeugende von Ä ist. Wir nennen dies , die normierte 
Basiszahl von K. 

Ist a eine Zahl aus K, so bezeichnen wir mit a’ die relativ-konjugierte be- 
züglich k, mit @ die konjugiert-komplexe, so daß |a|?= aa. Ferner bezeichnen 
wir mit 

n(a) die Relativnorm aa’ von a bezüglich k 
s(a) die Relativspur a-+ a’ von a bezüglich Ak. 


Das Zerlegungsgesetz für das Hauptprimideal (= (1 +i) von k in Prim- 
ideale von K läßt sich durch Relativnorm und Relativspur der normierten (oder 
irgendeiner) Basiszahl », von K folgendermaßen aussprechen !): 


a) [=%°, n(%)=|!, wenn s(o,) gerade (Fälle (18) a), b)) 
|» I=22, 228, nk) nl) el, h 


wenn s(®,) ungerade, n (w,) gerade 
y) I=%, n (2) =}, 


wenn s(o,) ungerade, n(w,) ungerade 


(19) - ı (Fälle (18) ec), d)). 








Nach dem allgemeinen Satz von Dirichlet ist die Anzahl der unabhängigen 
Grundeinheiten von K gleich 1°). Jede Einheit e aus Ä gestattet also eine ein- 
deutige Darstellung der Form 


(20) e=[,ed, 


wo £, eine Einheitswurzel aus X und eg, eine festgewählte Grundeinheit von K 
ist. An Stelle von e, darf auch jede Einheit Z,e}' gesetzt werden. Man kann 
also insbesondere |e,| > 1 voraussetzen. Nennen wir Einheiten, die sich nur um 
Einheitswurzelfaktoren unterscheiden, adjungiert, so ist e, durch die Forderung 
lei] > 1 bis auf adjungierte festgelegt. Durch eine einfache Überlegung aus 
der Theorie der Kreisteilungskörper ergibt sich, daß nur die folgenden beiden 
Körper K außer den schon in k enthaltenen 4-ten Einheitswurzeln :” weitere Ein- 
heitswurzeln enthalten (also selbst Kreisteilungskörper sind !): 


| k(Yi) alle und nur die 8-ten Einheitswurzeln ı” = (fi )” 
m N + v3 m 
| k(y 3) ”’ „ ER) E) 12-ten er 0" = (57) 


Abgesehen von diesen beiden Körpern, die überhaupt im folgenden eine gewisse 
Ausnahmestellung einnehmen, decken sich also die Begriffe: adjungiert und as- 
soziiert. 

Für eine Einheit e aus K ist n(e) = i” eine Einheit aus k. Im Körper k (fi) 
kann wegen n(t) = — i durch Übergang von e zu assoziierten n(e) einer beliebi- 


(21) 





!) «) ist nach der vorgehenden Anmerkung klar, $) und y) folgen — ebenfalls unter Berück- 
sichtigung der vorigen Anmerkung — genau so, wie beim gewöhnlichen quadratischen Zahlkörper. 
2) Wir brauchen übrigens diesen Satz für das Folgende nicht vorauszusetzen; vielmehr ent- 
halten unsere späteren Resultate (Sätze 4, 5, 7) ersichtlich auch den Beweis des Dirichletschen Satzes 
für unsere Körper K. (Vergl. jedoch S. 89, Anm.). 
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gen Einheit i” aus k gleich gemacht werden. Abgesehen von diesem Körper ändert 
sich wegen n(i) = —1, n(o) = —1 durch Übergang von e zu assoziierten höch- 
stens das Vorzeichen von n(e), das so auch beliebig beeinflußt werden kann. Ent- 
weder ist dann also für jede Einheit e aus Ä, insbesondere auch für die Grund- 
einheiten, n(e) = + 1, oder aber es gibt Einheiten e in K, darunter auch die 


Grundeinheiten, für die n(e) = +1 ist. Mittels des 1. Ergänzungssatzes zum 
A)—1 


quadratischen Reziprozitätsgesetz in ((-,) =; 8 ) erkennt man übrigens als 


notwendige Bedingung für das Auftreten von n(e)= +iin Körpern K+k(yi) 
leicht !J, daß d keinen ungeraden Primfaktor 1. Grades p mit N(p)=5 mod. 8 
enthält. 


Neben der Gruppe EZ, der Einheiten aus X (d.h. aus dem Ring Ä, aller 
ganzen Zahlen von K) haben wir auch die Gruppe Zı+; der Einheiten aus dem 
Ring K,;; aller mod. (1 + i) einer Zahl aus k kongruenten ganzen Zahlen von 
K?) zu betrachten. E,;; ist bekanntlich eine Untergruppe von E, von einem 
endlichen Index e und besitzt daher analog zu (20) eine eindeutige Basisdar- 
stellung 


BER m n En: - us ? e 
(22) e = er 2, mt 2, =68; 
wo £,,, eine Einheitswurzel aus Ä,,, und e,,, eine festgewählte Grundeinheit 


von K,,, ist. Für Z,,, kommen sicher die schon in k, also in Ä,,, enthaltenen 


l1+i 
4-ten Einheitswurzeln i” in Frage. Wird ferner auch die Grundeinheit e,;; von 
Kı+: durch die Forderung |eı+,| > 1 bis auf innerhalb Ä,.; adjungierte ein- 
deutig festgelegt, so ist e, der kleinste positive Exponent, für den e% zu einer 
Einheit aus Ä,;; adjungiert ist. 

Sind nun e, und e, die Ordnungen der Gruppen derjenigen primen Rest- 
klassen nach [= (1 +:) in K bezw. k, die durch Einheiten aus Ä repräsentiert 


e 
werden, so iste= —. Da =141 als Teiler von &;(lI) =1 ist, ist e= ex Teiler 





177 
von ®x(l). Da ferner in den drei Fällen (19) a), ß, y) 
7 1 u ® PER 
2 Wr | N ’ 1 1 
(23) | pP) PB, =.) 9,2) = N (BIN!) (1 ip Wi) (1 Au we) 








ist ?), ergibt sich 





!) Analog zu J. Sommer, 1. c. S. 113. 
?) «e= a+ bw, gehört also dann und nur dann zu Ä, +;, wenn b gerade ist. 
2) Es ist Nk (2) = N,(n(2)) und n(2) durch (19) gegeben, N;(l) = 2, 
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a) e=A oder 2, wenn [= 
(24) B) e=-A ‚ wenn [= &f’ 
y) e=1 oder 3, wenn I=R. 


Da nun für die beiden Kreisteilungskörper (21) die Fälle (24) a) bezw. y) vor- 
liegen und die Einheitswurzeln ı bezw. o (weil sie gleich der normierten Basis- 
zahl ®, sind) nicht zu Äj,; gehören, ist hier e=2 bezw. e=3. Dann muß 
aber, damit kein höherer Index als e von E,.; in E, resultiert, e, = 1 sein, und 
(22) nimmt die Gestalt an: 

u" £, 

re, 

Für die übrigen Körper kommen für Z,;; wie schon für Z, nur die 4-ten Ein- 


heitswurzeln :” aus k in Frage. Daher muß, damit kein niedrigerer Index als e 
von Eı4; In E, resultiert, e, = e sein, und (22) nimmt die Gestalt an: 


(25) e=l"”a., mit au = | 


(26) e=t’au Mit au= ed. 


Das im folgenden auseinanderzusetzende Verfahren liefert infolge der Kon- 
gruenzbedingung (11) für die Teilnenner a, der Kettenbruchentwicklung 1. Art 
in gewissen Fällen nur eine Grundeinheit &,.; von Kj+;. Die Relationen (25), 
(26) zeigen dann, in welchem Zusammenhang diese mit einer Grundeinheit e, 
von Ä, steht. Welche der beiden Möglichkeiten für e in den Fällen (24) «) und 
y) jeweils vorliegt, läßt sich allerdings nicht durch ein allgemeines Gesetz ent- 
scheiden. 

Will man ein 2, =p-+gw, aus einem bereits bekannten &4:;=a+bo, 
berechnen, so hat man nur alle Teiler q von b zu bestimmen und für jeden solchen 
die vier quadratischen Gleichungen n(e,) = p? + pqs(o,) + g’n(o,) = Ü” auf ihre 
Lösbarkeit durch ein ganzes p aus k zu prüfen. Denn nach (26) muß &ı;; — von 
den beiden Körpern (21), für die ja e, aus &ı:; gemäß (25) unmittelbar zu be- 
rechnen ist, abgesehen — zum Ring Ä, gehören, d.h. g ein Teiler der (sicher von 
Null verschiedenen) Zahl 5 sein. 


$ 3. Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Reduziertheit 
einer relativ-quadratischen Irrationalität «.. 


Es ist für unseren Zweck wichtig, notwendige und hinreichende Bedingungen 
dafür zu kennen, daß eine quadratische Irrationalität «a, über k reduziert!) ist, 
d.h. eine rein-periodische Kettenbruchentwicklung 1. Art hat. Wir bedienen uns 
bei der Aussprache dieser Bedingungen der folgenden Bezeichnungen ?): 

NR: das Gebiet, das durch Spiegelung des quadratischen Gebietes mit den 

Ecken + 1, + i am Einheitskreis entsteht, mit Einschluß der vier Rand- 
kreisbögen, aber ohne die vier Ecken +1, +i (wie in H. I, $ 3), 





1) H. IL, $ 2, S. 268. 
2) Siehe dazu die Fig. I und II am Schlusse von H. 
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MR’: das Äußere des Einheitskreises, mit Ausschluß des Randes (wie in 
H. I, $ 9), 


$t.: das der Kettenbruchentwicklung 2. Art zugrundeliegende unvollständige 
Kreisgebiet um a (wie in H. I, $$ 6, 9), 

ft. bezw. $%,: das Innere des Einheitskreises um a, mit Ausschluß bezw. 
mit Einschluß des Randes (speziell St, = 8,)- 


Satz 1. Damit eine quadratische Irrationalität a, über k reduziert ist, ist not- 
wendig, daß 
(27) a, in ®R liegt, 
(28) a; in SR, liegt, 
| falls a, vom Typus!) (1 -Hi) ist, a) nicht in Sıı, liegt, 
(29) | >E) „ ’ ” (2) my» ER) „ Kıri 9» 


Beweis: Es sei a, reduziert, also seine Kettenbruchentwicklung 1. Art von 
der Form: 


a, = [a,, » -:, 5 QL]- 
Dann besteht die Kettenbruchentwicklung 2. Art ?) 
it ;) 
z— ee lu,.;,&1}- 


’ 
a a] 


1 ’ 
Zunächst liegen nun a, bezw. = als Reste einer Kettenbruchentwicklung 1. bezw. 
1 


2. Art in R bezw. ®’®), was die Bedingungen (27) und (28) ergibt. Ferner sind 
auch die weiteren Reste «a,, 43,..., An, (du+ı = a,) von a, reduziert, da 


a = [@,, 5 An, Gı5 pl 


ist. Somit ist 


» RR BB TE II IE ER SEE EN 


R 1 
also speziell a, das nächste Ganze 2. Art zu —. Da nun andererseits aus 


“. 
(1) durch Übergang zu den relativ-konjugierten folgt 
# Ad d 
a; Fr 1 
" 1 
so stellt diese Gleichung die Zerlegung 2. Art) von = dar. Daraus ergeben 
(3 





1) H. I, $1. 
2)H. I, $9 und II, $2, S. 271. 
>) H. 1, $3, S. 236 und I, $ 9, S. 258. 


HH. 1,89. 


Journal für Mathematik. Bd.156. Heft 2. 
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sich ohne weiteres die Bedingungen (29), wenn man hinzunimmt, daß a, als 
nächstes Ganzes 1. Art zu a, vom selben Typus wie a, ist. 

Satz 2. Damit eine quadratische Irrationalität a, über k reduziert ist, ist 
hinreichend, daß sie den Bedingungen (27), (28) genügt, sowie der etwas mehr als 
(29) besagenden Bedingung: 


falls a, vom Typus (1 +i) ist, liegt a, nicht in Rırs, 
(29°) „ „ „ „ (2) „9 ”’ EE „ „ Rıri 


Der Beweis von Satz 2 beruht auf dem folgenden 
Hilfssatz. /st für eine quadratische Irrationalität 
a = 10... 3 SH] 
über k die Bedingung (27) erfüllt, und genügt der Rest a, (v1) den Bedingungen 
(28), (29°), so genügt auch der Rest a,ı' diesen Bedingungen. 

Beweis des Hilfssatzes: Wir bemerken vorweg, daß das Folgegesetz B ?), 
das im allgemeinen erst vom zweiten Teilnenner, also hier von a, an, gilt, hier 
schon von a, an richtig ist. Denn es wird ja allein aus der Tatsache erschlossen, 
daß alle Reste a,, a,...ıin A liegen. Das ist aber hier wegen der vorausgesetzten 
Bedingung (27) auch für a, der Fall. 


a) a,+ı genügt (28), d.h. a,;ı liegt in St, oder auch |a,+ı| < 1. 





Wäre nämlich |a,+ı| > 1, also — 1, so folgte aus der sich aus (1) 








+1 
durch Übergang zu den relativ-konjugierten ergebenden Gleichung 
R 1 
a = 
Q,+1 


und der für a, vorausgesetzten Bedingung (28), d.h. |a,| <1, daß 


Fuer FTP IE R- 
ay+1 | 





<2 


' 


Q,+1 








wäre, also nach (11), daß a, =0 oder +1 +i wäre. a, = 0 ist aber unmöglich, 
weil a, nach (27) und die übrigen a, nach H. I, $ 3 von Null verschieden sind. Wäre 





5-5 — r 
ferner a, = +1 +1, so läge a, = a, — —— in dem betr. $+ı+:, was den für 
Oy+1 


a, vorausgesetzten Bedingungen (28), (29) widerspricht. 


b) a,+ı genügt (29), d. h. falls a,;ı vom Typus (' 2 ) ist, liegt a,+ı nicht 


in >. und entsprechend für die anderen Typen. 
1+i 





!) Die Frage, ob auch schon (29) mit (27) und (28) hinreichend ist, d.h. ob «, auch reduziert 
ist, wenn «a, in R liegt und z.B. vom Typus (1 + ;) ist und «| in 8, auf dem inneren Randbogen 
von &, +; liegt, bleibt durch Satz 2 unentschieden. (Vergl. auch S. 82, Anm. 2 und $. 88, Anm.). 

2) H. I, $3. — Die hier gewählte Bezeichnung weicht von der in H. verwendeten insofern 
ab, als der erste Teilnenner a, (nicht a,) genannt ist. 
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Es genügt, dies für die beiden genannten Typen zu zeigen. Sei also a,+ı vom 


Tri 


Typus (' z ). Läge dann a,;ı doch in je ). so läge, weil a,;ı nach a) 


ti 
| BERNIE, ER, 7 
jedenfalls auch in &, liegt, —— in | — 

@y+1 Kr 
könnte demnach die wie vorher von Null verschiedene Zahl a, nach (11) nur die 
Werte (, —1,—21i,2—2i,2 

1+1i, +2i, 2 +2i,2 


)- Da nun nach (28) || <1 ist, 


) haben. Nach dem für v1 geltenden Folgegesetz 


B ist aber, weil a,;ı mit a,+ı vom gleichen Typus, also vom Typus ( 27 ist, 


-.: . nz 

u 3% (} ı so daß für a, nur die Werte 191,2 +2i,2 blieben. Aber 

auch diese Werte kann a, nicht haben. Denn dann läge a, = a, — . im 
v+1 


oberen Falle bezw. in 


(—2i,2—2i,2) — Rı-i = (Ri, a, Rır), 


im unteren Falle bezw. in 


®i,2421,2,2—2i,— 2) Su 


(K-_ıri oder R_148; Kıri oder Kırsi, Roi oder Kızi, PyRr oder Dr RB. oder RjÜ-): 


was jedesmal den für a, vorausgesetzten Bedingungen (28), (29°) widerspricht. 


Beweis von Satz 2: Ist a, eine quadratische Irrationalität über k, so ist 
zunächst die Kettenbruchentwicklung 1. Art von a, periodisch: 





a =[@,..., Ge} Garn + + +, Anıns ++ +] 


Dann gelten wie vorher nach (1) die Gleichungen 





’ 1 1 
A = Au — —7, OAgrn >= An 55 , 
Ox+1 Ox+n+1 


wobei der Periodizität wegen ax4ı = @%+n+ı, d.h. auch &+ı = %ınzı Ist. 
Demnach folgt 


Ay — A, = Ayyn — Urn: 
Sind nun die Bedingungen (27), (28), (29’) für a, erfüllt, so gelten nach dem Hilfs- 
satz (28), (29°) (trivialerweise übrigens auch (27)) auch für alle folgenden Reste a,, 


insbesondere also auch für a, und ax+n. Daher liegen die beiden nach obigem 
einander gleichen Zahlen 
a.—a, in Su 
Ay+n — Aytn IN Sa,.n- 
Da nun Ku, und S%,, rn keinen Punkt gemeinsam haben, falls a, + a,ı„ ist !), 


folgt a, = an, also 





»)H, 1,88 6,9. 
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a =— la; ; ..o..9, d,—ı; dx, dx+1; ..oe.,. (dx +n—1;5 .. m 


So fortfahrend ergibt sich für a, die rein-periodische Entwicklung 





"EZ 7 Pomp SR Pr 


Somit ist a, reduziert. 


S 4. Die Kettenbruchentwicklung 1. Art der normierten Basiszahl o,. 


Satz 3. Die Kettenbruchentwicklung A. Art der normierten Basiszahl wy 
eines normierten relativ-quadratischen Körpers K über k hat eine (nicht notwendig 
kleinste) eingliedrige Vorperiode: 








1 
= [Ap5 As ++, An; ©) = |Qp} Ay, - - - , An; | . 


Beweis: Wir führen den Beweis zunächst für den Fall, daß |o,|>1 ist. 
Es sei 


re 1 
© = [a; ©] = a — u 
e . ® 1 . . .. 
Dann ist zu zeigen, daß &;, = —— reduziert ist. Dazu genügt nach Satz 2 


dg — % 
der Nachweis, daß w, die Bedingungen (27), (28), (29°) erfüllt. Daß (27) für o, 


erfüllt ist, ist klar, weil w, ein Rest 1. Art ist. Daß (28) und (29’) für o, erfüllt 
1 


sind, zeigen wir durch Nachweis der weitergehenden Tatsache, daß o, = ge 
« in R,, aber in keinem der Kreise Kyıxi 
liegt, oder, was gleichbedeutend ist, daß 
0 
o; 
der Kreise R4ı=z; liegt. Das letztge- 
nannte Gebiet bezeichnen wir kurz mit 
6’ (Fig. 1). Wir unterscheiden dann die 
vier Fälle (18) a) —d) für w,. Nach (17), 
(18) und der Annahme |o,| > 1 liegen 
©, und — w, für die genannten vier 
Fälle bezw. in den in Fig. 2a, Fig. 2b 
und 2b’, Fig. 2c und 2c’, Fig. 2d 
und 2d’ schraffierten Gebieten !. Die 
e Gebiete für w, lassen erkennen, daß wo, 
Fig. 1. und somit a, bezw. vom Typus (1 + i) 
oder (2), (1 —-ı) oder (2), (1 +i) oder 

(2), (1 +) oder (2) (insbesondere auch a,+0) ist. 


=q4— o, In W aber in keinem 














!) Randlinien sollen immer zu demjenigen der durch sie getrennten Gebiete gehören, auf dessen 
Seite sie gestrichelt sind, 
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Durch Antragen !) der Gebiete für — w, an irgendeine gerade Zahl a, + 0 





der genannten betr. Typen ersieht man dann ohne weiteres, daß z = bh — 0 
1 
stets in ©’ liegt, was die Behauptung ergibt. 


Der eingangs ausgeschlossene Fall |»5| = 1 liegt nun, wie man leicht be- 
stätigt, nur für die folgenden acht normierten Erzeugenden vor: 
d=i,3; 1+21,3+2:1,5 +2:i; 1 +4i,5,5 +4i. 


Durch direkte Ausrechnung findet man für die ersten beiden Fälle, die den beiden 
Kreisteilungskörpern (21) entsprechen, die Entwicklungen 


| o=Vi=M+i;2-—2i; io] 
(30) i+y3 
| 9-73 








= [1 +1, —21, —2; — o,] 


mit eingliedriger Vorperiode ?), für die übrigen sechs Fälle die rein-periodischen 
Entwicklungen 
































„eiliEr I 

ni (EI SETS FSTEETIE ref 
re E31 BT STEEN 
BL. KIT SÜRE-ST -E 
ee 

ne al - B,-TFG ie]. 


Damit ist Satz 3 vollständig bewiesen. 


S5. Notwendige Bedingungen dafür, 
daß eine Einheit & durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art von w, geliefert wird. 


Wir stellen zunächst fest, in welcher Weise ein rein-periodischer Kettenbruch 
1. Art Einheiten aus relativ-quadratischen Körpern über X liefert: 





!) Zwecks größerer Anschaulichkeit stelle man sich für diesen Schluß je ein Pausblatt der 
Fig. 2a, 2b’, 2c’, 2d’ her, das die Koordinatenachsen und die Randlinie des Gebietes für — o, enthält, 
und bringe dieses Pausblatt mit Fig. 1 so zur Deckung, daß das Koordinatensystem parallel nach 


. a 1 
den im Text als möglich erkannten a, verschoben ist. Dadurch sieht man, wo 9 — o, = 2 
1 


liegen kann. 
2) Für diese beiden Entwicklungen liegt der a. S. 78, Anm. 2 erwähnte, durch Satz 1, 2 nicht 


entschiedene Fall vor. 
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Satz 4. Es sei a, = [aı, ...., Qn; l"a,]ein rein-periodischer Kettenbruch 1. Art 
mit einer n-gliedrigen (nicht notwendig primitiven) Teilperiode vom Faktor i". Dann 
ist!) 

(31) En = iq, G, = In—ı 
eine Einheit aus dem relativ-quadratischen Körper K = k(a,) mit der Relativnorm 

n(&) =" 
und von einem Betrage 
\.|>1. 
Auf dieselbe Weise liefert die In-gliedrige Teilperiode die Einheit 


e’ für gerades n 
(32) Em > | 


N 
(—i ‚ll u &) für ungerades n. 


Beweis: a) Wegen a„+ı = i"a, gehen die Relationen (9), (10) fürv=n 
über in (31) und 


un 


A ir ION-A ga °C) 
= Ay. An lin )= Arc. Anl -)(„)=P Po N )- 


Setzt man also zur Abkürzung 


2. —en. u > 0 

(34) En= Ay. An () n)= Ps P, ya 

so genügt die Zahl e„ aus k(a,) der charakteristischen Gleichung 
in — „mE|=0 


der ganzzahligen Matrix E,„ aus k und ist somit eine Einheit aus k(a,), deren Rela- 
tivnorm sich nach (6) zu 

n(e,) = |E,|= ii” 
berechnet. 


b) Natürlich kann rn in a) durch jedes Vielfache !n ersetzt werden. Wenden 
wir nun die Relationen (15), (16) auf die bei a, beginnenden An-gliedrigen Teil- 
perioden an, deren Faktoren durch (14) gegeben sind, so folgt für gerades n: 


Aa—ya+ı ... Ao—yn+n 


10 1 0 10 1 0 
har (0 ann) A, An (0 &- „a-o=) ”. ( ‚a-un) En (0 ki ‚yam) ’ 


für ungerades n: 


Aa-ı) n+1+ +» Aa—ın+n 


10 ER 10 ER te 
ii u 7 Re 3 “ \z, )- 
E ‚a-0n) t | 0 ı) ” ii n) | 0 2 


!) Die Bezeichnungen von $ 1 werden übernommen. 
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} 


Setzen wir aus diesen Bausteinen (A=1,.. 

Ay. Ass " für gerades n 
ı 
0 


Ay. Ale ( en) für ungerades n 
i 


gemäß (34) zusammen, so vereinigen sich je zwei aufeinanderfolgende ‚„Zwischen- 


faktoren“ zu 
ı 98 10 10 e 
( n)( in) -( ) für gerades n 
0 (— 1) Oi 04 


.: 0" 0 ft) . 
Pr E ı) fü Pr 
0A ür ungerades 





\ 


E) für gerades n 
21” z: 
(— :)!?4 E„ für ungerades n. 


Da nun aus (33), (34) durch !-malige Anwendung der Substitution Z„ folgt 


(,)-2() 
Qı qı 


so ergibt der Vergleich mit der nach (33), (34) bestehenden Relation 


die Formeln (32) des Satzes. 
c) Schließlich ist nach (31) und (32) 


= El > 191 (1a - 


Da nun a, nach Satz 1 in R liegt und als nicht zu k gehörige Zahl von +1, +: 
verschieden ist, ist |a,| >1. Somit wächst |e„|' mit Z über alle Grenzen ?), so daß 
Im] >1 ıst. 

Damit ist Satz 4 bewiesen. Für einen Kettenbruch a, mit eingliedriger Vor- 
periode lassen sich die durch den rein-periodischen Kettenbruch a, gemäß Satz A 
gelieferten Einheiten auch direkt durch die Näherungszahlen von «a, ausdrücken, 

. was wegen Satz 3 für unseren Zweck von Bedeutung ist: 

Satz 5. Es sei „= [@; 4; -. -, @n; Üa,]ein Kettenbruch 1. Art mit einer 

(nicht notwendig kleinsten) eingliedrigen Vorperiode und einer (nicht notwendig 


q, n—1 





) >, lal—1) 9). 





In 











)H.L$6. 4 
»H.I,$6. | 


REREEREITEEEEDEETE DEREN u a, 
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primitiven) n-gliedrigen Teilperiode vom Faktor i". Dann drückt sich die durch den 
rein-periodischen Kettenbruch 1. Art a, = [aı, .... an; Ü" a,] gemäß Satz 4 gelieferte 
Einheit e, durch die Näherungszahlen p,,q, des Kettenbruchs a, in der Form 


(35) En u Pn—ı rn In— a, 
aus'!). 
Beweis: Nach (1), (2) ıst 


Führt man dies in (33) ein, so erhält man nach Wegheben des Faktors a;: 


EL Te Naar 
rn | „)- Mar 0 ii" A 7 Par Bi” A Ay 

(\ — ) P„_P,\f} 9 A, 1 (, 

MM 7 (o =) = 0) .) 


—1 — a e — —1 
(36) Bu ( ) — ( oAn—ı + am - ( ). 
90 Pa: P Pa— 39 


Andererseits kann, weil a, nicht zu k gehört, 


oder 


e=p— 94 = (P— g5())+ 9% 
mit p,g aus k gesetzt werden, was 
Ey = — gn(au)+ Pa: 


also die Substitution 
u (1) <0)(-}) 
ag qn (ag) p Ag 
ergibt. Da die Koeffizienten von (36), wie die von (37) zu k gehören, a, aber nicht, 


sind beide Substitutionen identisch, d.h.p=p,_,:9 = q,_,, was die Formel (35) 
des Satzes ergibt. 


Aus den Sätzen 3, 4, 5 entnehmen wir nun folgendes Kriterium: 

Satz 6. Damit eine Einheit e oder eine zu e assozüierte Einheit eines normierten 
relativ-quadratischen Körpers K über k durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art der 
normierten Basiszahl w, von K gemäß Satz 4, 5 geliefert wird, ist notwendig, daß 

(38) lel>1 ist, 

(39) e zum Ring Kı+ı gehört, falls n(w,) gerade oder s(w,) ungerade ıst. 


Beweis: Da die Bedingungen (38), (39) bei Ersetzung von e durch assozilerte 
invariant sind, genügt es anzunehmen, daß e selbst die durch eine n-gliedrige 





!) Dabei ist die Nummerierung der p,. q, nach der der a, gerichtet zu denken. Es gelten 


dann die Formeln (2) — (10) des $ 1 für den Kettenbruch «,, wenn man nur A,. 4,,..., 4, durch 
Ag, Ay,..., A, und P, durch P_, ersetzt. 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 12 
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Teilperiode des Kettenbruchs w, gemäß Satz 3, A, 5 gelieferte Einheit &, ist. Daß 
dann (38) erfüllt ist, ist nach Satz 4 klar. Ferner haben wir nach (35): 


’ 
En — Pa-ı 7 In-1®0: 


und darin ist w, eine ganze Zahl aus X, die natürlich ebenso wie w, mit 1 zu- 
sammen eine Relativbasis von Ä bezgl. k bildet. Daß &, zu Äı+, gehört, ist also 
gleichbedeutend damit, daß q, , gerade ist. Gehört daher e, nicht zu X, ,,, so 


muß die Substitution (36) (für «= w,) nach (11), (12) zur Restklasse 
E 0) mod. (1 + :) gehören, und somit wegen der Identität von (36) und (37) 


und wegen der Basiseigenschaft von &, die Kongruenz 
Pr +5 (09) Qu_ı _ 
n (@,) In Pa 


bestehen. Hieraus folgt, daß dann n(w,) ungerade, s (»,) gerade sein muß. Ist 
dies also nicht der Fall, so gehört e„ zu Kı+;, wie in (39) behauptet. 


-(, ı) mod. (1 + :) 


$& 6. Hinreichende Bedingungen dafür, 
daß eine Einheit e durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art von w, geliefert wird. 


Satz 7. Die Bedingungen (38), (39) von Satz 6 sind — von den beiden Kreis- 
teilungskörpern (21) abgesehen — auch hinreichend dafür, daß eine Einheit e oder 
eine zu e assoziierte Einheit eines normierten relativ-quadratischen Körpers K über 
k durch die Kettenbruchentwicklung 1. Art der normierten Basıszahl w, von K gemäß 
Satz 4, 5 geliefert wird. Ist also e eine diesen Bedingungen genügende Einheit aus K 
mit n(e) = i”, so existiert ein n und ein x, so daß die Kettenbruchentwicklung A. Art 
von w, eine bei w, beginnende n-gliedrige Teilperiode vom Faktor n(ie) = (— 1)*i” 
hat und ’e=p, ,„— 9, ,®, ist. 


Beweis: Es sei e eine (38), (39) genügende Einheit aus K mit n(e) = i". 
Wegen der Basiseigenschaft von «, kann 


Ee=Pp— 40, 
mit ganzen p,g aus k gesetzt werden, und es ist dann (wie oben (37)) 
oe 
op an(o) pP 07 


Gehört nun e zu Kıx,, ist also qg gerade, so ist nach (40) durch Determinanten- 
bildung 


mi =n()=p' mod. (1 +1), 


also p ungerade und somit die Substitution (40) zur Restklasse (\ ı) mod. (1 + :) 


gehörig. Gehört aber e nicht zu Äı+;, ist also qg ungerade, so ist wegen der voraus- 
gesetzten Bedingung (39) n(w,) ungerade, s(w,) gerade, also nach (40) durch 
Determinantenbildung 
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1=1ıl en(e)=p +1 mod. (1 +1), 


also p gerade und somit die Substitution (40) zur Restklasse E 


gehörig. Setzt man also 


ie 
[DyR 0 ı og Lg 


so ist S eine ganzzahlige, der Kongruenzbedingung 


_ nn (2) 
s=()! odeı 10 mod. (1 +) 


unterworfene Substitution aus k mit 
si 1. 


| ei 
(= (5) 


zu w, über, so folgt nach Wegheben des Faktors o, 


PR Een En ug 
(,) = Ale Ab ap 


ET en 
un Be (o e A 0 (— ı)") \i”o, 
oder zur Abkürzung 


2 A Eden! 


wobei auch 7 eine ganzzahlige, der Kongruenzbedingung 


Geht man mittels 


_ [10 (} ) 
(42) T= (\ i oder 10 mod. (1 + :) 
unterworfene Substitution aus k mit 

(43) I7|=1 


ist. 
Da nun Ä von den beiden Kreisteilungskörpern (21) verschieden voraus- 


gesetzt wird, liegt 





— = 4, — wy nicht auf dem Rande eines der vier Kreise 
©; 


$.ırzi. Wäre das nämlich der Fall, so folgte nach (18) eine Relation 
|a+ya| =y? (v=0,1 oder 2) 
mit ganzem a aus %k, also 
2? = |a+Ydl=(a +Ya)(a +Ya) = N(a) +YN(d) +ayd +ayd 


oder 


1) Hierbei ist YN(d) = Yd Yd > 0 zu rechnen. 
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(2° — N(a) —YN(d))” 
—= 2” + N(a)” + N(d) — 2’*' N(a) — 2’*"YN(d) + 2N(a)YN(d) 


= (ayd + ayd)’ = S(a?d) + 2N(a)YN(d). 
Es wäre also YN(d) rational und somit, da d quadratfrei, unter Berücksichtigung 


von (17) 
d=D oder d=iD 


mit rationalem, quadratfreiem, positivem, ungeradem D (im ersteren Falle na- 
türlich auch D+1). Für d=D folgte weiter 


2” = N(a)+D+S(a)YD, 


also S(a) = 0, weil D quadratfrei und #1 ist. Da D positiv ungerade, also > 3 
und + A ıst, müßte dann v=2, d.h. N(a) =1, D=3 sein, was d=3, also den 


einen der Kreisteilungskörper (21) ergibt. Für d=iD, also Yd = . VD, 
5 A—-in 
/d = -—— VD folgte weiter 
va VD folg ER | 
>= N(a)+p+ U u u 2 yp 





oder wenn «= A +ıB gesetzt wird, 
2’=N(a)+D+(A+B)Y2D, 
also A+B=0, weil D ungerade ist. Dann wäre N(a) =2A?, also 
”=24A"+D, 


und, weil D ungerade ist, v=0, weil ferner D>1 ist, A=0, D=1, wasd=i, 
also den anderen der Kreisteilungskörper (21) ergibt. Für von den beiden Kreis- 


teilungskörpern (21) verschiedene Körper X liegt also — nicht auf dem Rande 
1 


eines der vier Kreise Rıar- 
Nach H. II, $4, Theorem Il!) existieren dann wegen (41), (42), (43), wenn 


7 = [a,, ds, .. S 
die Kettenbruchentwicklung 1. Art von o,, also 
* © = 17a, (— I, .. a 
die von i”w, ist, Indizes u, » und ein A mod. 2, so daß 


(A4) it 0, = [i”a,, (-i)"a,..., (1 Ti" a; io) 


* * * ” * 1 * * * * 
1) Dieser Satz ist in der Tat nur richtig, wenn = ( in dortiger Bezeichnung .) nicht auf dem 
1 0 


Rande eines der vier Kreise 8, ,,; liegt, was von J. Hurwitz übersehen wurde. Es darf nämlich 


der Schluß auf die Relationd, = + a, auf S. 284 unten in diesen Fällen nicht vollzogen werden. — 


Da für die beiden Kreisteilungskörper (21) nach (30): 2, =1+i—- = I 22 „ auf dem 


1 
Rande von 8, ,, liegt, müssen diese beiden Körper auch wirklich ausgenommen werden, 


REED a a 
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(45) = la, ; ..., (d,, (— 1)’ i" o;) 


ist, und daß die inhomogene Substitution (41) durch Elimination von i”w, 
zwischen den aus (44) und (45) nach (8) und (15), (16) folgenden Substitutionen 


( 0 ) u gerade 
(46) (-,)-(; nd FREE Yendk aut 7 R, “(-,) Ey TER 
i 0, 01 (= 9" ') U 07 U 0, 
0 1 pa. ungerade 


ii ( u) (=!) IN ' 
(47) € A Ale) N ao) mt = 


entsteht, d. h. genauer gesagt dadurch, daß die inverse zu (46) mit (47) zusammen- 


gesetzt wird. Es ist also 
ei?) - NM" 7. 
I 0 I 0] 


Da nun T, M, N Substitutionen aus k sind, i”o, aber nicht zu k gehört, folgt 
hieraus 


(48) T=cNM" 
mit caus k. Aus (48) nebst (42), (46), (47) ergibt sich durch Determinantenbildunz 
e= (1), 
d. h. 
(49) c=iü, 


wenn das bisher nur mod. 2 bestimmte A nunmehr auch mod. 4 in geeigneter 
Weise festgelegt wird. Sind nun e,,.e, die den Substitutionen (46), (47) ent- 
sprechenden Proportionalitätsfaktoren, also 


BEE BET Er en BR EH] 
io, ı 0 © 


so daß 
(50) RE (-,) — NM" ) 
vo L © 
ist, so folgt aus (41), (48), (49), (50): 
e— be,e," ’ 


Dabei sind e,, e, diean der w-gliedrigen bezw. v-gliedrigen Teilperiode des Ketten- 
bruchs », gemäß Satz 4 gelieferten Einheiten, sodaß wegen der vorausgesetzten 
Bedingung (38) zunächst » > u und demnach e zu der an der (» — u)-gliedrigen 
Teilperiode gelieferten (nach Satz 4 zu e,e„ assoziierten) Einheit &,_, assoziiert 
ist. Damit ist Satz 7 bewiesen!). 


!) Der aus Satz 7 in Verbindung mit Satz 4 entspringende Beweis des Dirichletschen Satzes 
(zunächst allgemein nur für K,,,;, daraus aber leicht auch für X,) bezieht sich wegen der für Satz 7 


notwendigen Einschränkung auf K+k (Vi), k (V3) ebenfalls nicht auf diese beiden Körper 
(vergl. S. 74, Anm. 2). 
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Aus Satz 7 folgt insbesondere, daß die durch die primitive Teilperiode der 
Kettenbruchentwicklung 1. Art von o, gelieferte Einheit e,, eine Grundeinheit 
vom Betrage > 1 von Kıj+; oder schon von K, ist. Unter Berücksichtigung 
von (19) und (24), (26) ergibt sich in dieser Hinsicht aus Satz 7 genauer: 


a) €, ist Grundeinheit von Ä, wenn n(w,) =|=s(®,) mod. (1 + :) ist 
b) ce, oder A . RD „  n(o,) =s(o,) =0 mod. (l +) ,, 
6) En, oder 4 ER) „ „ ER) ER) n(w,) — s(@,) =1 mod. (1 + L) „. 


Dies Resultat (nicht aber auch Satz 7) gilt auch noch für den Kreisteilungs- 
körper k(Yi) (Fall a)). Die durch ©, =Yi=ı an der primitiven Teilperiode 
gelieferte Einheit berechnet sich nämlich nach (30) und Satz 5 zu 

(52) mn =l+itı=ıl +2), 
und das ist nach den Entwicklungen des folgenden Paragraphen eine Grund- 
einheit von K,. Für den Kreisteilungskörper k(Y3) dagegen (Fall c)) gilt (51)e) 
nicht. Die durch », = Ei = o an der primitiven Teilperiode gelieferte Ein- 


heit berechnet sich nämlich nach (30) und Satz 5 zu 
3) m =—(+2i+2ie)=—i2 + Y3)=(i+(—1+iü)e), 


und die Einheit z + (—1-+ :)o ist nach den Entwicklungen des folgenden Pa- 
ragraphen eine Grundeinheit von Ä,. 


$ 7. Der Abelsche Fall. 


Wir gehen zum Schluß noch auf die Abelschen unter unseren Körpern K 
ein. Ist der Körper K=k(Yd) mit der normierten Erzeugenden Yd Abelsch, 


so muß k(Yd) = k(Yd), d.h. d=c2d mit caus ksein. Da d und d quadratfrei 
sind, ist dabei ce Einheit, also @ = +4 und somit d=-+d, d.h. d reell- 
positiv oder rein-imaginär-positiv. Es kann dann K aus k = R(Y—1) durch 
Komposition mit einem reell-quadratischen Körper k, = R(Yd,) hergeleitet 
werden. Man hat dazu nur d,=d bezw. d, = — 2id = (1 — i)?d zu setzen, je 
nachdem d=d oder d= —d ist. Umgekehrt liefert jedes solche Kompositum 
R(yY—1, Yd,), wo d, eine quadratfreie, positive ganze Zahl +1 ist, einen Abel- 
schen Körper K =k(Yd) mit der normierten Erzeugenden Yd, wenn d=d, 


” gesetzt wird, je nachdem d, ungerade oder gerade ist. 





bezw. d= 


un. Füllen 
Wir beweisen nun hinsichtlich der Grundeinheiten von X und k, 
Satz 8. Ist K=k(Yd) Abelsch (di) und au k= R(Y—1) und 
k, = R(Yd,) komponiert, so ist eine Grundeinheit n, von k, zum Quadrat einer 
Grundeinheit e, von K adjungiert oder selbst Grundeinheit von k, je nachdem die 
Primzahl 2 in k, Quadrat eines Hauptideals ıst oder nicht. 








BE a ai ai 
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Beweis: Es darf ohne Einschränkung n, > 1, |e,| > 1 angenommen werden. 
Da für ein a aus K unter den Voraussetzungen des Satzes |a|? = aa gleich- 
zeitig die Relativnorm von a in bezug auf den reellen Unterkörper k, von Ä ist, 
verwenden wir dafür auch die Bezeichnung v(a). 

Es ist »(&,) =n eine Einheit aus Ak. Wegen n=l.,|?>1 gilt für sie 
n=n" mit n>4. Wäre nun n>2, so folgte 1< 7, = |&|* <|&,|, d.h. n, 
wäre eine Einheit aus ÄX von kleinerem Betrage > 1 als e,, was unmöglich. Also 


ist n=1 oder 2. 
It n=2, so folgt aus »(&,) = |e,|? = n? durch Übergang zu den kon- 
jugierten &,, &, &), daß alle konjugierten der Einheit A 
ı 
haben, daß also e, = Zn, mit einer Einheitswurzel £ aus Ä ist, und daß somit n, 


selbst eine Grundeinheit von Ä ist. 


aus K den Betrag 1 


Ist n = 1, so folgt aus v(e,) = le,|? = n, wie eben, daß e? = {n, mit einer 
Einheitswurzel Z aus Ä, also n, zum Quadrat einer Grundeinheit von K adjungiert 
ist. Sei nun zunächst außer d+i auch noch d+3 vorausgesetzt. Dann ist 


= 


© = i"”, und es kann durch passende Wahl von e, unter assoziierten m = 0 oder 1 
angenommen werden. Der Fall m = 0 ist unmöglich. Denn dann wäre e? =n, 
reell-positiv, also e, reell und daher Zahl des reellen Unterkörpers k, von K, und 
somit 2, = e? nicht dessen Grundeinheit. Also ist m =1, d.h. e =in,. 
Setzt man nun 

eg =a+ßı mit a,ß aus k,, 
so folgt 
@®—#=0, a=ß\] 


&i= a? — BP? +2aßi=in,, also ei J’ 


2 
(letzteres wegen n, > 0). Somit ergibt sich die Hauptidealdarstellung (2) = (-) 


a 
o 


in k,). Ist umgekehrt (2) = (-) mit a aus k,, so folgt (bei geeigneter Wahl von «) 
2a? = n® (m = 0 oder 1). Dad=+i, also d, +2 vorausgesetzt wird, ist m = 1, 
also 20? = n,. Setzt man dann e = a(l +), so ist e eine ganze Zahl aus ÄX und 
wegen v(e) = 2a? = n, eine Einheit. Es kann daher für die Grundeinheit e, nicht 
v(&,) =n? sein, und es liegt somit der Fall n = 1 vor, in dem n, zum Quadrat 
von &, adjungiert ist. 

Durch den letzten Schluß wird auch der zuvor ausgenommene Falld = 3, 
also d, =3 einbezogen. In der Tat hat man in k, — R(Y3) die Hauptideal- 
darstellung (2) = (1 + Y3)? und daher n=4!). Damit ist Satz 8 bewiesen. 

Für den in Satz 1 ausgenommenen Fall d =i, d.h. d, =2 ist dieser Satz 





1) Es ergibt sich also, daß die Grundeinheit n, — 2-+ /3 von R(V3) zum Quadrat einer 
Grundeinheit von k(Y3) adjungiert ist, wie bei (53) behauptet. 
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in der Tat unrichtig. Es gilt nämlich, obwohl in k, = R(Y2) die Hauptideal- 
darstellung (2) = (Y2)? besteht: 

Satz 9. Im Körper K=k(Yi) ist eine Grundeinheit von k, = R(Y2) selbst 
Grundeinheit }). 

Beweis: Es ist zu zeigen, daß der Fall n = 2 des vorigen Beweises vorliegt. 
Wäre n = 1, so folgte wie im vorigen Beweis e? = ın,. Diese Gleichung betrach- 
ten wir als Kongruenz nach & = 1 = (1 +i), wo 2 = (1—.ı) das in 2 zur 4-ten 
Potenz aufgehende Hauptprimideal von K ist (vgl. (19) a)). Nach (19) a) ist 
®x (2?) = 2, also einerseits 

ea=1 mod. %. 
Andererseits ist 
n"=1+YV2=1 mod. &%, 
weil Y2 (genau) durch £? teilbar ist. Somit folgte aus obiger Gleichung die Kon- 
gruenz 1=ı mod. %%, die ersichtlich widerspruchsvoll ist. Daher kann nicht n =1 


sein. 

Durch die Sätze 8 und 9 ist das zur Bestimmung einer Grundeinheit n, 
von k, führende gewöhnliche Kettenbruchverfahren für die Bestimmung einer 
Grundeinheit &, unserer Körper K im Abelschen Falle nutzbar gemacht. 





!) Hiernach ergibt sich also 1 + V2 als Grundeinheit von k (Yi), wie bei (52) behauptet. 
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Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 
Von W. Maier ın Frankfurt (Main). 





Einleitung und Übersicht. 


Die folgenden Ausführungen sind geteilt in zwei Abschnitte von wesentlich verschiedener 
Tendenz: Es soll das kurze I. Kapitel methodisch klarlegen, welche Schritte oder Setzungen hier 
typisch vorzunehmen sind und warum; seine Betrachtungen sind qualitativ und mehr andeutend als 
durchführend gehalten. 

Das längere II. Kapitel spinnt diesen Stoff alsdann deduktiv aus an einer Reihe wohlbekannter 
analytischer Funktionen, wobei das gleiche Schema paragraphenweise sich wiederholt. Allerdings 
zwingt die Schwierigkeit der Beweise in $$ 9—11 zu Hilfsbetrachtungen aus ferner liegenden Gebieten, 
so daß diese drei Schlußparagraphen durch theoretische Einstreuungen ziemlich in die Breite gehen. 

Inhaltlich lehnt sich diese Untersuchung an Hermite an; methodisch ist sie beeinflußt durch 
Hurwitz und Herrn Hilbert. Nennt man „Irrationalitätenanalyse“ diejenigen Gedanken, welche die 
Entscheidung liefern, ob ein vorgegebener rationaler Prozeß, ausgeübt auf rationale Elemente, in 
der Grenze einen irrationalen Zahlwert erklärt — so möchte das folgende einen bestimmten Bezirk 
der Irrationalitätenanalyse fördern, denjenigen nämlich, welcher als Erzeugungsprozeß lediglich die 
Bildung von Potenzreihen verwendet; übrigens müssen die eingehenden Koeffizienten alle rational, 
die Argumente rational und nicht verschwindend gewählt werden. 

Läßt man zur Konkurrenz nur solche analytische Funktionen zu, die schon von verschiedenen 
Seiten aus verschiedenen Zielsetzungen heraus bearbeitet wurden, so ist das klassische Beispiel einer 
Irrationalitätenuntersuchung das an der Exponentialfunktion gewonnene Ergebnis (Hermite!)), daß 
diese für rationale und nicht verschwindende Argumente einen — sogar — transzendenten Zahlwert 
annimmt. Für Zylinderfunktionen I. Art (Stridsberg) und #-Reihen (Bernstein, Szäsz, Tschakaloff) 
ist wenigstens der Nachweis gewöhnlicher Irrationalität erbracht — sonst aber scheint dies Gebiet 
wenig bearbeitet worden zu sein. 

Die folgenden $$ 1—10 sprechen gewöhnliche Irrationalität aus für mehrere wohlbekannte 
analytische Funktionen; der $ 11 zeigt, daß gewisse Werte von Zylinderfunktionen sogar mindestens 
kubisch irrational ausfallen ?). 


I. Kapitel: Theoretische Grundlagen. 
S 1. Bezeichnungen, 


Die folgenden Benennungen sind in $$ 1—11 festgehalten; es bedeutet 
immer das abkürzende Zeichen 


p eine Primzahl 2.3.57 4... 

V,g, m, n, tr eine positive ganze Zahl Ei 
AM) Aw» einen nicht negativenganzen Summationszeiger 0, 1, 2,. 

0, 01, 09 eine nicht verschwindende ganze Zahl +1, +2, +3, 

H, g., S eine ganze Zahl. 





1) Vgl. die Literaturangabe am Schluß von $ 11. 
2) Anmerkung bei der Korrektur: Von anderer Seite wurde inzwischen entsprechend ein 
Transzendenzsatz für Zylinderfunktionen gegeben. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 13 
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Abkürzend schreibe man die Quotienten 
o 0, 0, 


(2) =, u a 5 


Für beliebig rationale Zahlen r und s benötigt man das arithmetische Sym- 
bol der Kongruenz: 


r=s (m), 


gelesen: r ist gleichrestig mit s nach dem Teiler m, oder kürzer: r kongruent s nach 


m; dies bedeutet, daß — ganz ist. Insbesondere gilt nach (1) 


ps =S=0 (Il) 
Durch die Gaußsche Ganzzahligkeitsklammer wird für jedes reelle A mit 
[(hl=3g 


die größte ganze Zahl g angesprochen, welche Ah nicht übertrifft; umgekehrt werden 
wir durch eckige Umklammerung die Ganzzahligkeit einer Größe betonen. Durch 


(0,0,0u..:3}=V 


werde das kleinste gemeinsame Vielfache von 0,0,,0,,... bezeichnet; dieses ist 
bestimmt als kleinste positive Lösung des Kongruenzensystems 


Der reellen Analysis entnehmen wir folgende Begriffe: mit — © <r<o; 
(2), y(x), x(x) Polynome, wovon x(x) nicht identisch verschwinde, bedeute die 
algebraische Kongruenz 


gy= vy mod.x, 





daß ?ZY Polynom in & ist; gesprochen: @ kongruent % modulo x; insbeson- 
2 y gesp g 


dere zieht die algebraische Kongruenz 
p(z)=0 mod. (vo — re) 


die numerische Gleichung nach sich: 


Auch y, v, u durchlaufen alle reellen Werte, abgesehen von $ 11, wo u vorüber- 
gehend komplex ist; (xy) wirkt oft als eine Veränderliche. 

&(x) bedeute eine Potenzreihe in x, deren Konvergenzhalbmesser die Einheit 
nicht unterschreite, deren niederster Koeffizient rational ist und die formal einer 
gewissen linearen Differentialgleichung genügt. 

Durch griechische und lateinische Buchstaben werden Funktionen und 
Zahlen charakterisiert; durch die deutschen Zeichen ®, T, U, ®, W sollen Opera- 
tionssymbole gegeben werden. ®D bedeutet einfache Differentiation, ®" die n-te Ab- 
leitung; bei mehreren Veränderlichen wird der unterscheidende Zeiger angehängt: 





# 
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> 


z 
® .. —] . 
; wir erklären ®, -/ dx als „zu ®, inverse ÖOpera- 


— Ö u 
Ee = nn 


0 
tion“. (Obwohl nicht immer DZ’ D,p(x) = p(x) ist; etwa für (x) = ka. 
Zusammengesetzte Operatoren werden grundsätzlich linksseitig aufgebaut; 
so ist in 
(3) = ed = Edel 
zuerst die nachstehende Funktion nach y abzuleiten und zuletzt von O0 bis x zu 
integrieren. 
Es sei weiter der zu (3) ‚inverse Operator‘ erklärt durch 


(3°) = U; 

dabei wurden allgemein die in (3) eingehenden Multiplikationen und Differentiationen 
invertiert und dann in umgekehrter Reihenfolge angeschrieben. — Über U und 
B vgl. $ 11. 


Zur Abkürzung werde die in den Beweisen häufige Wendung: ‚ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit‘ als: ‚o. B.‘‘ geschrieben. 


Eine Berufung auf $ 1 Gleichung (3) wird systematisch gekürzt durch unter- 
scheidende Ziflerngröße; hier also durch 1.3. 


$ 2. Näherungsformen. 


Die Theorie der Kettenbrüche lehrt, daß zu jedem reellen Zahlpaar £, $”’>0 
ein Paar ganzer Zahlen existiert: H’, S’ > S’, wobei jeweils £ durch den Bruch 


’ 


5 so approximiert wird, daß 


ie 

25’ 

gilt. Neben diesen sehr scharfen Näherungen für & erhält man noch weitere, wenn 
bei vorgegebenem £& und g nur die schwächere Bedingung erfüllt sein soll: 


() vr 


Do 


S'E—H|< 


Allein mit solchen relativ plumpen Näherungen (1) für & hat diese Untersuchung 
sich zu befassen; soll sie trotzdem Ergebnisse zeitigen, so muß sie über die Ketten- 
bruchtheorie hinaus die wirkliche Herstellung (und nicht nur den Existenz- 
beweis) von 


(2) $=6S(5,8) und H=H(s,g) 


leisten, derart, daß z. B. gewisse Teiler von $ und 7 in Erscheinung treten, oder 
daß die linke Seite von (1) auch nach unten hinreichend scharf geschätzt werden 
kann. Allgemein werde S& — H als „Näherungsform für &° bezeichnet. Herstellung 
und Beherrschung von Näherungsformen steht in naher Beziehung zur Entscheid- 
barkeit der Frage, ob & rationalwertig ist oder irrational: ein kennzeichnendes 


Merkmal der rationalen Zahlen £ nämlich besteht darin, daß dann ein g = g(£) 
13* 
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gefunden werden kann, für welches jeweils aus 
ISE—-Hig<iA 
die schärfere Folge fließt: 
(1”) SE—H=0. 
In diesem Fall sowie bei den beiden trivialen Kombinationen $S=H = oder 
& = H = sprechen wir von einer „uneigentlichen‘‘ Näherungsform für &; umge- 
kehrt können bei irrationalem & beliebig viele Zahlpaare (2) beschafft werden, 


(und insbesondere solche mit S> $,), für die (1) sich vervollständigt zur 


Doppelschätzung: 


(1”) 0<ISE-Hl<z. 


Bei (1’’) reden wir von einer „eigentlichen‘‘ Näherungsform für £; falls eine solche 
existiert, und zwar für jedes endliche g, so ist damit die Irrationalität von & er- 


wiesen. 
Sei nun konvergent entwickelbar 


(3) = Wu, 
0 


so bilde man die Abschnitte 


n 


un = 2 ü,; 


dann strebt für jedes feste s und n> © die Differenz sE —s&, —0; läßt man 
aber s von n abhängen vermöge der Angaben 


(A) ug, 0<c=a,=0 (1) und mit 1.1.2 


(5) EZ 20 1.707 Fe 


und setzt dann s&, =, so wird 


n 





s=0 (1), Ah= I} 0,00 ee] —-0 (1) und 
(6) se—h=s )u - 


n+1l 
dann darf weder r noch {cy...,c%} noch |& — &n| allzugroß bleiben, falls durch 
(6) eine Näherungsform für £ gegeben sein soll. 
Beispiel: a,=1, c,= »v!. Nach (3)—(6) wird 





BR - g* i 
ERNEST. ah und für n > nu(9) 


Ise —h| <= jof und für n, > 2g 


se’ — hl <z nur, falls |o|=1, d.h. #q=- ist; 


für jedes andere rationale g erhalten wir so keine Näherungsform! 
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Der obige Versuch, Näherungsformen zu bilden, war zu eng; wir verwerfen 
ihn zugunsten einer ähnlichen aber weitertragenden Methode: m + 1 verschiedene 
Näherungsformen (6) werden ‚„‚gemischt‘‘, d.h. man nimmt zwischen ihnen geeignete 
Mittelwertsbildungen vor. Für 4 =(,...,m wähle man ,„Gewichte‘“ g,, die 
nicht sämtlich verschwinden, und erhält nach (3) 


m m ve) 
EN. = Ns. u 
0 0 


und mit g_, ,;,=0 für A=0,1,... nach Umstellung 


(7) & Du gu = Dr Dr num 
0 0 2 m—v 


Zur Abkürzung setze man 


m m” 


(5°) a =d, wobei ng: >90, 
(8) 92; gu Unhı—m = I, (= & Baron mit der Nebenbedingung 


m—i<u+»), 


(5'’) > S&=H, wenn nur für v<n-+i $S,=0 (1) besteht 
u („Hauptteil‘), 


(9) P.; S,=R („Rest‘“ der Doppelreihe); 
n+1l 
dann führt (7) zu 
(6°) SE—H=R. 


Die g, sollen so normiert sein, daß der durch (5’’) bestimmte Zeiger n der Un- 
gleichung 
11 


(10) jgm<n 


genügt; möglicherweise besteht dann ein Gemeinteiler zwischen g%:- -, 8 
dessen Größe wir gegenwärtig noch nichts wissen. 
Zur Ergänzung von (3) bestimme man mit rationalen b,, die vorgegeben seien, 


m über 


(4’) ü, = u,(q) .. b,g”. 
Dann ist nach (8), (10) 
(11) Sn — Sn(9) = In En Un+n—m(Q); 
0 
und mit sieligem x wird durch 
(11’) Sn(z) = 2r En urn) 


0 


die Gesamtheit der m + 1 Konstanten g,„ festgelegt und umgekehrt. Diese Um- 
kehrung der Gedankenfolge greife man auf, und betrachte primär das (m -+ 1)- 
gliedrige Polynom S,„(x): Wie muß dieses gestaltet werden, daß die rechte Seite 
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von (6') für n— © gegen Null strebt ? Nicht durch Kleinheit der |g,|, sondern 
durch geschickte gegenseitige Abgleichung derselben suche man zu erreichen, 
daß in (9) 
’ 1 

(9) IRI= Rei <z 
bleibe, und dies würde aus Konvergenzgründen für m > my(g, 9) z. B. durch das 
Verschwinden hinreichend vieler S, aus (5’”’) erreicht werden, etwa durch die For- 
derung 


n 


Sig) =2. 


100 


S 3. Lineare Gleichungssysteme. 


Die letzte Forderung war in bezug auf die untere Summationsgrenze will- 
kürlich und übertrieben. Auch wenn diese nicht fest, sondern mit m und n wachsend 
vorausgesetzt würde, könnte doch in vielen Fällen |R| viel kleiner ausfallen nicht 
nur als ||, sondern selbst als der Absolutwert eines jeden seiner Summanden in 
(5°) und (8). Indem man 2.10 verschärft zu 


(1) m=3l+1, n>4ül, 1=23,... 
soll zunächst für gewisse &(g) die „Aussparung“ erzielt werden: 
(2) NS =0, 
n—I 


und diese geringere Forderung wird im wesentlichen die g, festlegen. 
Für i=1,2,...,5 seien rational die Werte 


Mr) re... 
aus 

(3) | I, = m olteraı Dr 

f T, — D,altrs D, alt D,r1% 


bilde man die lineare Differentialgleichung für &(x) = E: 
(4) LE E= (1 +) +) +) ar 


mit der Anfangsbedingung &(0) =1; dann folgt aus 2.4’ und der Eindeutigkeit 
der Entwickelung 





(5) =Nhr: 
V 
De | 
(6) Ä Be (e = x) (0 — %2) 
| du" Basar pe par 


für v=1,2 .., 


Diese Potenzreihen (5), (6) umfassen die im II. Kapitel ausgeführten Beispiele 
sämtlich als Spezial- oder Grenzfälle mit 
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Die strenge Durchführung der Grenzübergänge vom gegenwärtigen allgemeinen 
Ansatz aus erscheint jedoch umständlicher, als die direkte Durchführung des 
jeweils spezialisierten Problems. Für solche &(x) wird statt (2) sogar genauer 
gezeigt, daß für 1 =0,1,...,[1: 


(2’) Sn—1(9) = (0) 


gilt; möglich ist dies, weil die Operatoren (3) die Polynome $„_;(x) verbinden. Da 
jedoch 

TI, T,u,(x) # T,T,u,(r), 
scheint der Formelapparat unserer nichtkommutativen Operatoren reichlich schwer- 


fällig zu werden; wir entlasten ihn durch Einführung einer weiteren Veränder- 
lichen y% und legen statt (5) die Reihe 


(5’) &(zy) = b,(cy)’ 


I - 
zugrunde. Dann geben die ‚„partiellen‘‘ Operatoren in x und y: 
| I, = arm DD, Are dc 

T, a yırz D,y tz D,y tz D,y 


nach (6) und 2.4’ für v=0,1,... 


(3°) 


(7) T,u,(cy) = T,u,4ılcy); 
bildet man nach 1.3 den zu T, inversen Operator 

(3”) ee en ale re u F ulilieh 
so folgt aus (7) für v> 2,,% 

(7) u,(2y) = % Iyurılay). 
Im Gegensatz zu den „gewöhnlichen‘ Operatoren (3) sind in (3’, 3”) vertauschbar: 

U =- LT nd U, =- u"; 
somit 
u,(2y) = {IT m 41(2Y) = IT,T u. (ay). 

Alle Komponenten sind assoziativ, also 

(7°) (2 y) = yo ur(aY). 


Weiter ist der in (7”) eingehende Operator wie seine Elemente (3, 3”) 
„linear“, d.h. es gilt die Rechenregel für A, u = 0,1,... 


(7) HT fwralay) + wrnlay)} = Et urlay) + UT ur, (ey), 
und so zeigt (7°) mit 2.8 und 2.11’ für A =0,1,...,!: 


m 


(2’’) S.-.(2Y) = P2 g, Untn—m—ı(2Y) und speziell für #,,%, < 0 
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m 


” p2; In T, x” Un+n—m(%Y) 


N 


u T, up; gu Un+n—m(tY) 


1) 


- %,T'S.(xY) . 
Endlich gilt nach 1.1.3 und 3.3’ fürA<u-+1 


(2”) 


(8) GT u,nlay) = U ru, (ey); 


(für a ai £ wäre das unrichtig!). 


u<4 
Dann erkläre man mit E = 5 =(0 und (1) das Polynom 2.11’ durch 


age" 


(9) Sn(ay) = k{yIuy (e — ey)" (ey) 
so wird nach (2’”) und (8), welches für unseren Fall die Selbstvernichtung der 
inversen Komponenten 37” ausspricht, 


In y) = ur“ Aura) ( (a — ey)" (ey 


(2'”) ae Ra u ray) a Fe ee 


Es ist nötig, in zwei Hilfssätzen die Einwirkung der Operatoren (3’) auf die Fak- 
torenzerlegung einer dahinterstehenden Funktion zu schildern: 


Hilfss. 1. Vor.: d=1,2,...; Polynom $(z2)=0 mod. (vo — rer). 
Beh.: g9'(z2)=0 mod. (o — 2) 
Bew.: Vgl. etwa Cesaro: „Algebraische Analysis‘, $ 450. 
Hilfss. 2. Vor.: A=0,...,!; y(y) Polynom; T, aus (3’) erklärt. 
Beh.: Ü(o — ray)” y(y)=0 mod. (e — ray), 
Bew.: Durch A-malige Anwendung von Hilfss. 1 auf die Veränder- 


liche y wird der Vielfachheitsgrad der Nullstelle y = — des Poly- 


noms linkerhand schrittweise um 3% Einheiten gesenkt. 


Betrachtet man die hinter den Operatoren stehende Funktion in (2’) als 
Polynom von %y, und wendet Hilfss. 2 an; betrachtet das entstandene Gebilde als 
Polynom in x, und verfolgt die Senkung des Grades der eingehenden Vielfach- 


wurzel x = - durch den Operator zu» vermöge Hilfss. 2, so folgt 


Solay) ek — 
= 0 mal le 2 — ayar-20—D 


= (0) mod. (e —rxy); insbesondere (2’) und (2). 


Der Ansatz (9) ist also geeignet, in unserem Fall der Koeffizienten b,, wie 
sie aus (6) folgen, das System linearer Gleichungen (2’) für die „Gewichte“ g, 
zu befriedigen. 





A ER EN ee 


Bd u a a Fa lie Baba ia 
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Um explizite g, = g,(k,o,r, x;) darzustellen, entwickle man (9) 


hy) er — ray" nach (3’) und binom. Satz: 


3i+1 


ei = kfatn Q, alt PD), al) u n—31—1 >30, ) 3I+ Hilo ( (— rry)r 








; 3I+1 
(9') _k% 31 + amt — ya yatn a1 (get Datz Dr zu Kn—l—1 
| 0 u 
; IH 07. n+n—81—2 
| EM Pr | " A (— Te (ay)atnamı TT o—)(lo—%,). 
; 0 u a +n—4H—1 
Zur Kürzung sei 
v—1 \ 

J.}  —- a) —%) = A, 
| mr e für v„=1,2,... und u=0C,=1, 

[le - *)e —“)(e — 5) =C, | 

0 


so wird nach 2.8 und 3.6 
3!+1 


In(ty) = Ir gu Unna (XY) 
0 
si+1 


-. (zy)etm—1g.b, rn—31—1 


a 


= 3 ren u+n—31—1 
RE xy) Jar 3 ıE- n | R 


a+n—3i—1 


Vergleich mit (9) zeigt für v«=0,...,.31-+1: 
3i+1 — Guten 
(10) gu = kl u art ze Get 


Ay +n—4l—1 
wodurch das Verhältnis je zweier g, zueinander festgelegt ist. 

Übrigens kann für ganze x;, wie in 7. 20ff., das S,_,(xy) von (2) weniger 
Summanden enthalten als S,(xy); A kann dann etwas allgemeiner gewählt werden 
| als oben bei (2’). 

} Noch einen Blick auf die schon berührten Grenzfälle, z. B. 





ET RE ee SR er 





|4.sj>0; z=%2 mit 0 <z2<i1. 


Dann wird (4) eine lineare homogene Differentialgleichung II. Ordnung, (5) eine 
hypergeometrische Reihe allgemeiner Art, die für z,=0(1) zu einer Gaußschen 
Reihe werden kann. Beide Operatoren (3’) enthalten jetzt nur noch je 2 Differen- 
tiationen, so daß in (9) und Hilfss. 2 der Exponent 2/-+1 statt 37+1 aus- 
reichen würde, um (2) zu erfüllen, und in (1) m = 21-1 gewählt werden dürfte. 

Insbesondere geht die beständige Konvergenz der Potenzreihe (5) verloren; 
daher wird die Aussparung (2) aus 2.7 nicht mehr so radikale Unterschiede 
schaffen können zwischen 

Hauptteil |#| und Rest |R|. 


Bd. 156. Heft 2. 





Journal für Mathematik. 
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$ 4. Approximation durch Aussparung. 


Es bewirkten die Gewichte 3.10 die Aussparung 3.2 aus dem Hauptteil 
2.5”, welcher sich jetzt zusammenzieht auf n —! Spalten: 











n—i—1 
H= Rn u. nach 2.5” und 3.1 
m n—l—1 
= =: g 2 REN und nach 3. 10 

m n—i—1 
kl") or n(— en PIE as Ayt-m _Ontn—m 

0 u m— u Corn Aurnm- 

m m n—i—1 atn—m—1 u—m+n—i—1 1 
1) =k u (—1)a ) te —H — 4)(0 — x -, 

Je dd erw SF Gm 


Ergänzen wir 3.1 durch 

(2) n <2m 
und verstehen unter 

(2’) Ca) =C 
eine von m freie Zahl, so sei hier ein Ergebnis des II. Kapitels vorweggenommen, 
dessen Begründung erst durch den arithmetischen Hilfss. 8 möglich ist: 

Mit 1.1 und 4. 2.2’ genügt nämlich die kleinste in 3. 10 und 4.1 ein- 
gehende positive Zahl k den Ungleichungen 

(3) 0 <k(m!) <C”. 


Damit wird der Rest 2. 9 abgeschätzt werden können, und es muß sich ent- 
scheiden, ob 2. 9’ erfüllbar ist, so daß 2. 6’ wirklich zur Näherungsform geworden 
ist. Die Abschätzung von A geschieht durch Majorisierung seiner Zeilen mittels 
der Exponentialreihe. Nach 2.9 ist 


IRIS) |S,| und nach 2.8 und 3.5 


SF leul I nnd late] 


ee B IP] 




















u b n +41 — m)! p-1 
= |(u+n+1—m er (u+ Fr )!q |» 
nach 3.6 
F 27 | 8. getn+iom w 2,1 
<a Hm 
atv—1l—m 
e(e — x) (0 — %) | R mit ol) = ec: 
| lJ Erg ee für m > my,(%;) mit c;(x;) = c; 


|a+tn+l—m 
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<ekif }: | und nach >. 10 
Pr +n+1—m)!| 0 
2/0| ec n-+1l m | C u+n—m | 1 ” 

< e:le| male] DI }z re Freue en po und für 


m, > My(C;,%, 8) 








e m u n—m | Bin | 
< ar az el: | 


Au+n-m-I | 








m\ "77 "(eo — %#)(0 — “u)le — #5) A u.) 
(4) =@ er Jr Mi ee) (0 — le +2) „[d_e = we aa “| 





und nach Abspaltung endlich vieler Faktoren aus dem Zähler des ersten Produkts 


< Ip} () m“ cy (1!)? 
0 


(21)? 
< En und mit wachsendem m zuletzt 
1 
<—., 
Oo 
do 


Für jedes g aus 1.2 erhalten wir nach 4.2.3.4 für £ eine Näherungsform 
SE—H=R; 


für die mehrfach erwähnten Grenzfälle, etwa |x,|— © usw., muß die Abschätzung 
4.4 entsprechend der Konvergenzverschlechterung von &(x) nicht mit der Ex- 
ponential- — sondern der geometrischen Reihe als Majorante ausgeführt werden. 
Wie in 3.11 angedeutet, wird die Kleinheit von |AR|, die wir brauchen, nicht 
für jedes g eintreten, vielmehr wird Irrationalität nachweisbar erst bei Gültigkeit 
gewisser Beziehungen zwischen o und r, ein Tatbestand der bei Binomialreihen ge- 
brochener Exponenten z. B. die Schranken unseres Verfahrens klar macht. 

Das in den $$ 1—4 angedeutete Beweisschema kehrt wieder bei jedem Irra- 
tıionalitätssatz des II. Kap.; vom nächsten $ 5 ab ist die Methode verzweigt. 

Insbesondere kommen neue Gesichtspunkte in Betracht für den Nachweis 
höherer Irrationalität, wie er in $ 11 an Zylinderfunktionen I. Art erbracht wird. 
Dort sind statt des einen Gleichungssystems deren zwei zu erfüllen 

Dee" el. u. 
S3, 8m—ı (9) = (0 

Deren Herstellung einzeln ist durch $ 3 wohl vorbereitet; ihre simultane Behand- 
lung bietet besondere neue Schwierigkeiten, indem zwischen beiden gewisse 
Zusammenhänge bestehen müssen. 


$ 9. Restschätzung nach unten. 


Im Sinne des $ 2 ist durch die obigen Angaben für £ eine Näherungsform 
konstruiert worden. Alles kommt jetzt darauf an zu erkennen, wann dies eine 


„eigentliche‘‘ ist; es gilt also, anstatt 
1 
(1) [al < — 


D 
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für vorgegebenes beliebig großes g die doppelte Ungleichung als gültig zu zeigen: 
(2) 0<|R|< r 


Nach 2.1’ folgt daraus unmittelbar die Irrationalität von £. 


Zwei Wege sind gangbar: Wenn möglich, bestimmen wir unmittelbar nach 
2.8.9 untere Schranken für den Rest |R|, wozu feinere Schätzungen vonnöten sind 
als die grobe Majorantenmethode des $ 5; unter Zuziehung Eulerscher Integrale 
wird es gelingen, die Polynome 2.8 in geschlossener Form darzustellen, und sogar 
die Summation über » gibt in einigen Fällen durchsichtige Ausdrücke für R. Zweck 
dieser Darstellung ist aber, das Nichtverschwinden von R zu erkennen oder wie 
wir sagen werden, AR ‚‚definit‘‘ zu gestalten, d.h. als Summe (Integral) von Ele- 
menten gleichen Vorzeichens darzustellen; erreicht wird dies Ziel durch geeignete 
Teilintegrationen. 
|#11> @ 
|%2|> ® 
tares und sehr elegantes Verfahren von Herrn Hilbert ungleich rascher zum Ziel. 


Beschränken wir uns auf die Grenzfälle | 1, so führt ein elemen- 


Man schließt indirekt: Wäre & rational, so könnte das bisher willkürliche 


g = gli) 
so bestimmt werden, daß ganzzahlig ausfällt 
(3) &g= [ig]. 
Unsere Abschätzung (1) nimmt alsdann wegen (2.6’) die Form an: 
(4) 0<|[&e]S—Hg|<1t. 
Gelingt es, eine Primzahl ausreichender Größe aufzufinden, etwa bei &+0: 
p>glil; 
so daß diese als Faktor in allen den Zahlen vorkommt: 
gu B u=0,...,m 
| En N a 
mit genau einer Ausnahme, so ist 
&gS — Hg==(0 (p) und a fortiori 
+0 oder 
0<[/R|, 


was mit (4) zu (2) führt im Widerspruch zu (3), welche somit als unzulässige Hypo- 
these erkannt ist. 


Die Äquivalenz verschiedener Beweismittel, wie Größenschätzungen und 
Teilbarkeitsbetrachtungen, kann noch weiter verfolgt werden: Führt man die 
Hilbertsche Methode mit Primzahlpotenzen p? durch, statt p!, so vereinfachen sich 
unter Umständen die in den Beweis eingehenden Operatoren und analytischen 
Hilfsmittel, 
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II. Kapitel: Durchführung an bekannten Funktionen. 


Die den folgenden $$ gemeinsamen Gesichtspunkte wurden im I. Kap. dar- 
gestellt an Hand der hinreichend allgemein gewählten Potenzreihe 3.5; die zuge- 
hörigen Anwendungen können daher ın knapper Darstellung gegeben werden 
ohne Begründung der einzelnen Setzungen; breiter ausgeführt sind die verschiedenen 
Varianten der Restschätzung nach unten und der $ 11. 


Geordnet ist im Sinne steigender Schwierigkeit: Für die Behandlung des 
Integrallogarıthmus und des Quadrats der Zylinderfunktionen braucht der Primzahl- 
satz nicht vorausgesetzt zu werden, wohl aber für den Eulerschen Dilogarithmus. 
Die hypergeometrischen Reihen und deren Verallgemeinerungen mit zugehörigen 
Grenzfällen verlangen Kenntnis der Primzahlverteilung nach Restklassen oder 
statt dessen Umformungen reeller bestimmter Integrale. Der Schlußparagraph 
zeigt „‚höhere Irrationalität‘‘ von Zylinderfunktionen durch Umformung vierfach 
ausgedehnter Summen. 


S 6. Integrallogarithmus. 


Es bedeute € = 0,577... die Ewersche Konstante, /nz den Hauptwert des 
Logarithmus, und es sei vorausgeschickt 
3v 
Hilfss. 3: Beh.: f1,2,..,,—1,91} <»® vo <»v. 
Bew.: Bezeichnen wir die Anzahl aller Primzahlen < A +1 durch 
z(}) so gilt für2 < v nach $1 


<y-+1 je: <y+1 log v <s 1 
{1, ...], v} = A p logpI :] ps P en eg ’ p 1 . y. 
Die alleın noch nötige rohe Schätzung der Primzahlfunktion: 


Y 
3V 
a(v) << <y 


8 vg << 


r k ar 2 12 v+1 
begründen wir durch ein Sıebverfahren. Es gibt nur ws ungerade 
_J 


Zahlen < » + 1, und unter den 1" > 





‘) 


E—— 


1 2 
- | kleinsten positiven ungeraden 


2 /v 
Zahlen können höchstens -- er 4 2) solche vorkommen, die auch durch 


> 
<) 


3 unteilbar sind; a fortiorı ist 
ir ,, 3V r ; 
r(v) < 3 (> +2) < 8 für Vo =’. 
Unsere Aussage bezieht sich auf die ganze Transzendente 


[+ — Inx —C = lile”) -Ine—C=E£(—r), 


so daß erklärt ıst: 
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(1) &(g) = 4 y!y Fun 


kurz geschrieben; alsdann ist 


(') &(zy) = 3“ Y - 


zusätzlich erklären wir 








- Fuay): 


u_,(g) = u_, (ey) =0 für »=0(0,1,...‚,2n—2 
Für 29, = % und D,yPDd,=T, gilt 
T,u, (xy) = Tyu,yı(2Y) „=4,32, 
und für 
'- Dr” und » =1,2,...: 
u,(2y) = %' %yu,rı (29) ; 


allgemeiner mit 
am 22.,... 





(2) 1=0,1....,—3 u,_,(2Yy) 
v=n-+A1l,n-+2,...3n 
Es seı für 
(3) u=0(,1,...,2n —1: 
g, = {1 p4 ..; 2n +1} (n — 1)! 
ö a 
und für | 12 
2n—1 
(4) S,(2yY) 





- r 2,3,4,. 
dann folgt aus (2) und (4) für er EN. Fa * 
(5) Sgn—ı(2y) = . u xy) 
2n—1 
> %" % En Un--n+1 (zY), 
0 
„. (1’) und (3) eingeführt 
8 2n—1 
2 a+n+1/N + M vn u zuritb2. „2n+1} 
= > (wy) age )K )e nm 
ae - Br {1,2,...2n +4} 
Am] n n n— 1— 
u 
wegen 3.8 
_ gAgı-i XI 30", )e ar BUFEUNRER. LFORENE [En 
y2rz (— try) Y LT” (a — 1)! n! a 
= we, (a — ray) yItnz et 9. 





rau n! 


vr Dr gu Untv+1-2n(7Y) ; 


0 


- u’ %yuw(ry). 


(n Hut)! PRBFPNEENE 3 yet? 























te nn Zu En 














a A ee re 


Kar Rh ee an Ka Me ae 


Steige 


ieh Bu Fi a Be get 











Maier, Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 107 





die Übertragung von Hilfss. 1 und Hilfss. 2 auf unsere Operatoren T,, T, zeigt, 


daß der Vielfachheitsgrad der Nullstelle x = = gerade (n — A)-mal um eine Einheit, 


ER o : 2 ui ne 
und dann die Vielfachheit von y = = noch 4-mal um zwei Einheiten gesenkt 


wird; so folgt aus (5) mit denselben Marken die algebraische Kongruenz 


Sy (2y)=0 mod. (6 — ray)er1n—n—2 
=( mod. (6 — rıy) 


oder entsprechend 3.2’ die Gleichungen 


u i | Rn =2 
(6) San (g) =) für | 2 m 0, 


Aus (4) werde nun entsprechend wie bei 2.7 eine Summe gebildet: 


2n—1 © 2n—1 


(a) Dr au = > Dr zuu(g), 
1 0 


© 2n—1 


— >: >4 gu Uu+v+1—2n(Q) 
1 0 


umgestellt 


und wegen (4) 


(7) = »5,(4); 
1 


dies zerfällt aber wegen (6): 
2n+1 


- Ss.) + SQ). 


In—+l 
Entsprechend 2.5’ ff. setze man 


2n—1 2n+1 © 
(8) Mg.=S, %S(Q=H, NSi)=R. 
0 1 Sn+l 


Dies ist nach 1.1 zulässig nur, wenn die beiden endlichen Summen in (8) 
ganzwertig sind; es gilt aber wegen (3) und (8) sogar 


Ss n+ 9 ae see ++ f ") 


n +2 - (n — 1)! 


e m " om-1-a (— r)at2 








(9) =( (n-+2). 


Die Zahl H untersuchen wir auf Teilbarkeit durch denselben Modul; in Aus- 
führung der in 5.3 ff. angedeuteten Primzahlmethode verlangen wir aber von 
jetzt ab, daß primzahlig werde 


(10) n+2=p 
und bei vorgegebenem g sei 


(10°) p> lo|rg. 
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Nach (1,3,4,8) wird 
2n—12n-+l1 


H —— 92; B; Eu Un+v+1-—2n(Q) 
0 1 


und, wenn BIP den Ausfall der Zeiger u +» =3n +1 fordert, 


2n—1 2n—12n-1 











B2: Eu Un+2 (q) + 92: P33 du Un+v+1-2n(9) 
n N l 
2n—1 
Un+2(9) DR Eu 
Pl et tete tete Fr N) nr, 
ce p(a+v» +1—2n))li+u+9»—2n)(n—i)I\ n r j 
n+2 2n—1 
= uUnze(d) DR 84 + Untelq) I gu (pP) 
n n+3 
n+2 2n—1 
u | or (n+u+1)! n + ay(2n —1 
Ze n- 8, Tr i, 
u a) De er { I mn (m +u +1) ( n )( u ) 




















nee ae ee 


or n—1( — z)at? (p) 
ee l,..,22 +1] 5 [(p ta —Nl(p+a —Alyn +ux/2n —A 
un Zu [det] Fern teure 
u ui p & (p—3)!p!p a A ) 
.gar—-at+1l( — )at2—p (p) 
v—1 Y 
= 9,4,(9) + p dr e u,(g) (pP) und nach (1), (3) F 
p—2 
2n —1 
— u ) gugP 
= g,u,()-+p »I — - (en -5 (P), schließlich für n>?F 
p—2 | | 
u pP: pP 
u ae ie _„f2p -5\/f2p —2 
[1 p p!(p —3)! 025 ( p 7) -n* (p)- 
Und hier ist jeder Faktor 
(11) ==E0 (p) 
nach (10°), wohl aber 
(11’) =( (1) 
und 
(11’’) +0. 
Setzt man nach (7) und (8) entsprechend 2. 6’ 
(12) Q)S—H=R 
und versucht, E rational zu wählen, etwa 
(13) siel)=0(), 








ER ER NER REGEL E%, er re 
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so folgt aus (9, 10, 10°, 11’, 11”) 
(14) 0<gIR|=0 (I) 


als Auswirkung des AÄilbertschen Verfahrens von $5; ob die Annahme (13) aber 
haltbar ist, entscheidet man durch Abschätzung von R=R(g) aus (1,3, 4,8): 

















on 2n—1 
IRI< 315,9) IS >’ >r Igul lunrsHı-m(g)|, entsprechend 4. 4 
3n-+1 3n+1 0 
-F [gu getite| B;: |g = _. 
3n+1 (zu 7 1 — 2n)! (u +r’+r 1 — 48) 
_ >, 27 a 4 vn __ (# + A+n)!(u+1+n) 
(utnr+1)!(utn+1)< 'q (u+1+9— 2n)! (u +1+9v—2n) 
< B3 EFT De E en 
(utn+i)!iurn+i) (vr —3n)! 
is a+i+n | 
<elel Nu ng" "| wegen (3) 





- (u+n+1)!(u+n+1)' 


Be 41, Fir 1} Fl ie "ig! n-1|gjint1, 





wegen Hilfss. 3 für n>ny 








(2n+1) 2n—1 “ 

u Te FC ICH) und tar m mi 

) 3n 2n—1 In Bu 1 j 

” 3 e 15 ( E ) und für n,(g) > n, 

In 

+. no 
u or" und für nz > n; wegen Stirlings Formel 
<n *|2?eo®|* und für n,>n, (o,g) 


<- im Widerspruch zu (14); somit ist (13) unzulässig und für alle nicht 
verschwindenden rationalen g erhält man den 


[e +] 
q?’ r R ö 
Satz 1. ): . ist ırrational. 
vv 


l 


S 7. Zylinderfunktionen. 


Herr Stridsberg (St.) hat mit Hilfe Gordanscher Symbolik einen Irrationali- 
tätssatz hergeleitet für diejenigen Zylinderfunktionen I. Art, die nach 1.1.2 als 
Jm-ı(Y— 4) zu bezeichnen sind; eine Verallgemeinerung davon wird in $ 9 ge- 
geben; hier aber soll vom Quadrat solcher Zylinderfunktionen gehandelt 
werden. Sei 

(1) Bun; dr, 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 15 





110 Maier, Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 


so gilt 


=> TEE . v 3 z 2 +2k 
1’) gq a A ae © | ei et, j ) 


Man setze 











g’ 2» + 2k 
2 (+ k)® ( ) = ui) = u, 
und 
(2’) 2 ü, = &ı(q) — &r- 
Ö 


Um den Beweisgang nicht unterbrechen zu müssen, sei der folgende Hilfssatz 
vorausgeschickt: 


Hüfss. 4. Vor.: k=0,1,2,... und »> »,(k). 
Beh: (+2), @k+s),, (Ak+anı ‚5 








3) Bew: (24 +2k)_ Qa+2mı_ 77" ee -r-L, 
| Sara bir 
die obere Summationsgrenze für i wird von Bedeutung erst für 
p <24-+2%k-+AM, und so ist 
[* (2/+2k+1) 
© logp 
(4) JE SE 
1 1 
wenn durch a und ß reelle, nicht negative Zahlen bezeichnet werden, 
so sei durch 
(5) a— [a] = (a) 
eine zahlentheoretische Funktion erklärt, für welche 
0<(a) <A 


gilt. Insbesondere ist 
0<(a) +(P)—(a+Pß) =[a +(P)— (a+ Als 
und mit n 
0<[a+Pßl— [a] — [Pl<1 


se Tan 





Aus (3, 4) folgt 
<MA+2k log (2i+2k+1) 
(6) Ps + "N <] m 7 





Denken wir uns in (6) auch die linke Seite als Produkt von Primzahl- 
potenzen dargestellt, so wird kein Exponent rechts von dem ent- 
sprechenden links übertroffen. Jetzt halte man ein bestimmtes p fest und 





S ES ET IST ERE . y 
EN ae RE EEE ARE Der 








Er 


RTETOR 


Eye ER PE NR 9 5,7 








ERTE  e 


a a En Jon 2 La FE ne ee 
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lasse A=1,...,» werden; dann bilden die Exponenten rechts in (6) 
eine mit A monoton wachsende Wertfolge, so daß mit der in Hiılfss. 3 


erklärten Funktion x 


[(* e " * Po . )) < - (2k-+2v +1) 


Wie in Hilfss. 3 schätzen wir durch Siebung für v» > v,(k) 


Bu (2k + Ir + Tu 


n(2k +2») < v° und für »,> »,(k) 
2k +2 Ik +2» TR 
I( ki FRE au )} <@k +27 41° <> | 


Die am Schluß von $ 5 erwähnte Vertauschbarkeit gewisser Hilfsmittel ım 
Beweis wird hier praktisch. Es sei eine erste Beweisvariante für k = 0 durch- 
geführt, worin die formale Einfachheit der Operatoren betont ist. Für 


(7) en 


ist nach (2) 


0 
wo /.] —= 1 erklärt sei; wır zerlegen 
1 


‚Yy v 
„(ay) = on: Gyr Selle 5) 
" 1 





und erklären 


(9) z, — D.x D.x D. 
z, ” Ay: D,y® ; 


dann ist 
1 


IL, = % yEn'y?, 
und es gilt für »=0,1,... 

T,u,,1(2y) = u (2Y)» 
allgemein für v= 4,7 -+1,... 


(10) u,_.(2y) = {EI} w(ey). 
Mit 
2 (& 8n +2 
a) 9-0) dd rt... + 


bilde man die nach Hilfss. 5 ganzen Zahlen 
20 V etaL) 3n +i\ rr4u+d4o—2 a, 2 
(12) 8. "an Fön | IC * YA - Or (— 7); 
urn 








15* 
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und mit (7,8) und 3n<u-+» 














er Sn+1 
(13) S,(g) e. Da gu Un-v—1-—3n » 
0 
Dann ist insbesondere für A =0,1,...,n 
Du Sn+1 
S4n+1—2(2Y) - Dr En Un+n—ı (xy) nach (8, 12) 
N) 
er + 2n 
BE ; eo In + 2 amt (nn | (u + n)! [ u+rn—i4 
Sam (u+n—A)! weh 
urn 
It pn 
1 % 
Mi ml”, + ) He (re | (u +n)! I 
ap (ana 


rn +u—iA+i).--(n+p) 
Un Fan IRH Yan Fan RnHO: -(An+Au—2) 











(13°) to —2 
I ne ‚aka 
1 e 
3n+1 3 1 
ende lin 4m nt at np 


. n+u—k An—ı r an er (u tn — ) 5 yr+a—ı 





mr 3n ee n+1l—ı . nu un— 
2... 52 Fl" )o pn — Tr du > 'y* 
nach (9) und (10); 
) = m U "2 — ray)®t und wegen Hilfss. 2 


=() mod. (0 — rry)9r+132—(n—) 
=( mod. (a — xy), insbesondere Sun+1-1(9) =0 für A=0,...,n 


(14) Seı n+ 1 = p primzahlig, dann zeigen (8, 12,13), daß 











3n Sn+1 3n 
2 S,(9) -. 2 En Unrı-an-ı und nach Hilfss. 5 
v 1 3n+li—u 
2 8n +2 
R* me Ze f | (n + u)! [ TR on + p); 
er aa ann (@r Fan) 
urn 
Baia... , 2u +2» —6n--2 ziu+4o—2 
- ) to a 177 = | 


Sn+1 In 





Pre . n+ a)! 4 
u P2; Zr en + nl f3 


ı dn+l—u 


Fr TE u a FE A EL 


BER EL ee 





it a te 





a a Pre 














ERTL A 
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= () (p2), und Hilfss. 5 mit en 12), daß 
In+1 3n+1 In+1 er +n) e 1 
Zubtr Naar} rn || ker u ) 
urn 
40 — gn- 
[77 Au + t 0 5 EL... tr)" 
1 4 
V bo —2 
= 3n+1 2 
wr 4 0 l er. 
n 
=V .o®+! (p?), also für p> jo| und wegen (3-6) für p>7 
==0 (p?), wohl aber nach (11,12, 14) 
= ( (p). 
Mit den üblichen Abkürzungen 
Sn+1 R 3n \ h 
Pi g2,=S5S und %VS,=H 
0 “ 


und Vorwegnahme von &#+0 aus 9. 18 führt die Annahme g£=0 (1) für 
p>g!|>0 falls 


(15) S,=R 
eingeführt wird, wie in $5 zu 
(16) 0<gz|R|=0 (1). 


Nun greift Hilfss.. 4 zu einer Majorantenbildung für den Rest A ein; 
er gibt mit (8, 12, 13, 15): 








Sn+l1 0 
IR n« Dr 2; 8x | | Un +v—3n—ı | 
0 4n+2 
Sn+1 Io es) ! 2 
“ 7 I pn +v—3n—1 (u + n) : 
< 1 - vi4 - 
p2, ESS 2A q Mn at 


Sn+1 1 
on ag" rlg,| 


< etlal 
Re utn)® 














Ö 
Pe n— :) 

V n+l1 3n+1 K“ a+n 3n + 1 . 

= edle - |4g |" lo a 4’ und mit 
In: | q| | | B3 (en +3 ( u ) e = c(6) 

u+tn 
% an |20|” weiter für n> n,(n.„c) mit Hilfss. 4 
In 


schließlich nach Stirlingscher Formel für n, > n3 
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n 





a n 10 on | und für n, > n,($) 
< yi um den Schluß auf Irrationalität von &£ zu ziehen, bleibt somit nur 
noch nachzutragen der 
Hilfss. 5. Vor.: „ui... eh,... 
Thu+A4o—2 
Beh.: =( (1). 
[d : (1) 





n Ben ' en 
Bew.: Um 2" TJ . ur = (4° ( R A\=0 (1) nach- 
1 


zuweisen, setze man u +n = m; dann gilt die Beh. für m =1 und soll 
durch Induktion über m ergänzt werden. Weil sie auch für die ‚‚Randfälle‘‘ 


N" an ® aa) gilt, genügt es, sie von den m Zahl- 
paaren " ie E Sa > 78 0 zu übertragen auf die m — 1 Zahlpaare 


| n=2, a 
u=m-—JA,...,i 
mialkoeffizienten 


a BE RN Ey 
( Be )_( 3 ai 
Also gilt die Beh. auch für m +1. 


Es gilt aber ein entsprechender Irrationalitätssatz für die allgemeinere, durch 
(2, 2’) erklärte Potenzreihe, den wir jetzt aussprechen und beweisen wollen. Wäh- 
rend bei der bisherigen Beweisvariante das Hilbertsche Primzahlverfahren erst 
bei Teilung durch p? zum Schluß führte, wird dort schon Teilung durch p aus- 
reichen; allerdings gestalten sich die Operatoren umfangreicher. 

Satz 2. Vor.: 7.1.2.2’ und 9. 18. 18’. 

Beh.: £, ist irrational. 

Bew.: Der schon erledigte Fall k = 0 ordnet sich dem neuen Verfahren ein, so 

daß er zwiefach beweisbar ist; wir verzichten auf dessen Ausführung und setzen jetzt 


(17) k=1,2,... 
Vorweggenommen werde der folgende 
Hilfss. 6. Vor.: 


1. Das leistet aber das Additionstheorem der Bino- 





2k+2\ f2k+4 RE BET Br 
0. RE Eee er 
u==0 (p) 
w(" r# 
Beh.: n ( 
eh.: In + In p 


Te RI REEL 





he EN EEE 
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Bew.: Nach (18,19) ist W = 0 (p); wegen (19) undn+1<p<2n 

2n + 2u m FR ) E. r 
folgt (et ); nach (18) ist W ==0 (p?). 


Fälle zu unterscheiden: 


Nun sind zwei 


| 
Il.) va=1,2,...,k (p); dann gilt O0=(n+u-+k)!ss (Zn +24)! 


2n+2u\__ 
raus 5 : 2 ==0(p) und die Beh. folgt. 


II.) a==0,1,...,k(p); dann wird u(u —1)...(u —k)==0(p) und nach 
einem bekannten Satz (u-+n).. 


(a +1)=0(p); somit folgt 
w(" #)=0 (pt) und die Beh. 


Es ist nun an (2) anzuknüpfen; für « =0,1,..,An-+1 sei 








W PT me . An . mi 
(20) ans u) u a a Er 
n+u-—k 
Statt (13) kommt mit An <u-+»v 
4n+1 
(21) 92; Eu U,+v—4n—1 u. S,(9), 
0 


und mit (17,18) bilde man 


4n+1 Feel ), 


n-+ — k Nn-+ un — 
Szn+1-3(2 9?) — g, Bra yaıır 


4n+1 5) 
B> An - r +2 -_ Pe u ui m u 9ın+ u—k 
= (eat. 


| DD, Dr DD, = T, 
2—-2k m? 24% 2 a2 42 [ 
Y Dyy = T%,, I, =y D, y 


so gilt für =0,...,v 





Sei nun 


u,_.(2y2) = GT, u,(zyP?). 


4n+1 





an HAN n+ı + 1 n  — 2 +2u 
Son+1—r( (xy?) Il, )o K— r)*x On)! T yY gr 
War n . —2k ir An Mi 1 u ad \% 
en n!? (Zn)! (Zn)! T,y P- ( )e hin ) 
= W art En oydn+1 
 7EAnIn za) 
und mit (24) und A =(,...,n 
Sgon+1——1(2y?) = Ben (2?) 
< mom m a" Wo (zy?) "(co —tey?)"” " und nach Hilfss. 2 


4 1—4—2(n—1 
=( mod. (e — ray?) ade 


0 mod. (a — rıy?) und für die gleichen : Szr1-r-1(9) =. 
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Wie oben zeigt die Abschätzung des Restes nach Hilfss. 4 


a 
| ö5n+2—k | g 


(22) 


falls n > n,(g,0,k) gewählt wird. Sei 


[6 4n—k 4n+1 
&S()=R, &S(Q)=H, ag = 
5n-+-2—E 0 0 


und bedeute Dr den Ausfall der Glieder «=0 (p), so verfolgen wir die Teil- 
barkeit der Summanden in H und S: 








+1 n>3k-+1 
S=g+ gu +g+go+g,» und, wenn in (20) /m =1,2,3 | eingeführt 
1 u=pm wird, 
mp-n 
4An+1 3 w( n ) e» et Ben en 
auto En p 
n+pm-—k 
An A 5 anti (— m . 
4n—+1l 
=, + » 8. (pP); wegen Hilfss. 6 weiter 
0 P. Eu 


| An+1 wi" 7") en rn 
wi ; (Ar lH Fr"; ) 


en 








= gi] id (p) und wegen W=|:0(p?) für hinreichend großes n 
(, ma 


Ebenso reduzieren wir den Hauptteil nach p: 








4n-+1 4n—k 
H= Dr En 93; Uu-+v—An—1 

k+l an+l—u 
ei nn Em 

e & En ( I", Tezgers 

n-+u-—k 
in—k (u + n)! al (Hr +2»-+2k—8n —2 RO SER 
n!(u+v+k—An —1)! u+tv—An —1i 


4n+l—u 





RERRNE er ra erg 


KB EN le ee 


BERNER > 


er a T ’ x 
ENTE ET 2 5 Ba Fr ne lu re 


Be EEE 


un rm rn 


ME EISEN TETETERIEN ETT 


RT 
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=-p N FT: (—Aya PR 


4n—k 
v—1)! | a-+n)! 
ae Ir +v+k—An —1) Fr +9 nl 


2u +2v +2k— 82 —2 
° 4n +1—y v 

r “( utv—4n—i 
(24) =0 (p) nach Hilfss. 5. 


Die Näherungsform 








&S—H=R 
läßt mit Hulberts Verfahren, Hilfss. 4 und (22—24) die Irrationalität von &; er- 
kennen, wenn wir aus 9.18’ & +0 vorwegnehmen. 


S 8. Der Dilogarithmus. 


In den bisherigen Beispielen war &(x) eine ganze Transzendente; mit der Be- 
schränktheit des Konvergenzgebiets der Potenzreihe &(xz), wie sie in $ 8 und $ 10 
in Erscheinung tritt, verringert sich der Umfang der geleisteten Aussage auf einen 
Teilbereich der bisher betrachteten Argumente und zugehörigen Funktionswerte. 

Außerdem erfordert das veränderte Konvergenzverhalten von &(x) eine Ver- 
schärfung der bisher geübten Restschätzung nach oben: die fast trivialen Ab- 
schätzungen der Primzahlfunktion in den Hilfss. 3 und 4 sind dann zu ersetzen 
durch die Riemannsche Primzahlformel. 

Die von Euler eingeführte analytische Funktion des reellen Argumentes 
0<a?<i 


2 
(1) diz = 2 “ 
wurde funktionentheoretisch eingehend behandelt durch Herrn Mantel (M.); nach 


Herrn Lindemann sind die Funktionswerte dil(+ 1) transzendent. 
Einer brieflichen Mitteilung Herrn J. Schurs entnehmen wir 


Hilfss. 7. Vor.: 0<esz; 2<m,<n. 
Beh.: f1,2,3,..,.n} <eüte, 
Bew.: Weil nach Riemann 
<n+l 
2r 1< — (l1+e) 
- = ogn 


schätzt man 
<n+l 


<n+l [ee] <n+l log n y N 
jan glosn v < enli+e), ı) 


{1, un= — II p E < p'os p = 
Mit v=1,2,. sei 


(2) =-u; {2..,.2=V; u=1,2,...,20; 
1 
!) Es gilt sogar schärfer: lim {1,2,..., n}" = e, was wir hier nicht benötigen. 


n—R 


Journal für Mathematik, Bd. 156. Heft 2, 16 
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2 Zus 2 
3 ment Yannoas 
und für 2n <u-+v 
2n 
(4) Dr en = S5; 


dann gilt für 1=0,1,..,n —1 
un_1 (24) = {Dyy DP En STR (in 1)! a” 


= {D,y Du {87° 3 zug Un (xy); 
und mit (4) 


2n 


San (TY) at 92; Eu Un+n—ı(2Y) 


1 


2n 
= DE urn lay) 


2 - 2 —1 n—u N 2a. y ar 
vn BT rl FTD” 
r {D,7'x —1 2 Fe +n 
er ’ ka On —1 
(—) (DE br 


‚on (— ey)" 


2 
- m): DD, y De DD oe — Tray) ey 
und nach Hilfss. 2 


n—1 


=() mod. (0 — Try) aae1- 


(5) —=( mod. (s — rry), insbesondere also S„_,(g) =0. Mit 
2n 2n ) 
(6) 8 =), ‚S,=H, ‚ss, = HA 


wird, falls 
2n—1i=p 


primzahlig gewählt ıst, nach (3) 


HET Term 


7)  =o0 (pP). 
Die Teilbarkeit des Hauptteils 7 durch p untersuchen wir, indem die Zeiger- 
kombination u +» =2n + p herausgehoben wird, während die verbleibende 


Doppelsumme durch 22’ angedeutet sei: 





EEE RENNEN Sea 


ES RE NER EEE HEN, PIERRE VOR ERERE EEE RE ORDER DE TEE DOOHLIE RETTET ENG 








EAN NG 


RETTEN EEE TE TER RR: 


| 
\ 





ET EEE DICHTE RETRRERE) 











Re ee äh. A RTL et Aa 


ER RE RN 


a 2 
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2n 2n 


ass PP (urv — 2n)? 


"de 





gp n+yv=p+2n pu+v=l »p+2n getv—2n 


- 2 M + HM En (u +» — In)? 
5 N +p >23 - a] © -0 2, "(5 








ren 
PR «4 
rn p? (Eonı ’ 52) 
gp V: In — 2 
= ze Ban 2 (In 12 ( 2 3 or! 
2 gP$p+1 
p? 
2 __AN2 
= 4 In? ee oPT und für p>3rlo| 
p n —1 
8) == 0 (p), wohl aber 
=0 (1). 
Aus 
(9) edilg=0 (1) 
würde nach (1, 4, 6,7,8,9) 
(10) IS ddg—H|=iRI>-, 


für hinreichend großes n folgen. 
Andrerseits geben (2, 4, 6,9) direkt eine Abschätzung: 








'R| < N |g.| P: |u„:,-%n| und mit der geometrischen Reihe als Majorante 
BEE S en "9" | nach (3) 
T— jo| = (u Bere 
r 2n —-iIyu tn —iN? , ' 
<rjgetıy2 V m R, Dr ) om, nach Hilfs. 7 
| |3 £2(1+e) Be. Be m . 
< [= = \ io) 2 er ı)2 für n > ny(£, 0, Tr) 


< Detttlelr-; 


für n, > n,(g, r) ist, falls 28e?|o|? <r bleibt, ein Widerspruch zu (10) gefunden. 
Somit gilt für den Dilogarithmus 


Satz 3. Vor.: 283e|0o|? <r und 1.2. 
Beh.: 93; . ist irrational. 


1 
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S 9. Hypergeometrische Grenzfälle. 


Verallgemeinert man die aus der Gaußschen Reihe durch Grenzübergang 
entstandene 


lim lim F(a, B, y; =) 


a—>ao B—>x 


derart, daß an Stelle der ganzzahligen Fakultäten im Nenner jedes Reihengliedes 
gebrochene treten, so kann mit leichter Bezeichnungsänderung und den Kürzungen 


q er O<cedzsd=c=zy=öd=ßh(l) 
rn yE—0—20..,6#—d, —2d,... 
d 





(1) 


dıe Potenzreihe 


(2) = B>: u, 
1 


betrachtet werden. 

Der Schwerpunkt der Untersuchung liegt dabei in der Restschätzung nach 
unten: Wie weit trägt das Huilbertsche Verfahren und welche Methoden scheinen 
geeignet, jenes in schwierigen Fällen zu ersetzen ? 


Es darf o. B. 


(3) 0<ce<sd 
und für c = d speziell y = ö gewählt werden; zunächst sei zudem 
(4) 1<d, 
und o. B. (ö,d) =1 (Teilerfremdheit), also insbesondere 
0 < 6. 
Nach Dirichlet gibt es dann immer eine Primzahl p folgender Doppeleigenschaft 
(5) 2°d <p=öld). 
Damit ist eine positive ganze Zahl bestimmt: P—— =n>1, und es gilt 
(6) dv-+ö==0 (p) für „=1,2,..,n —1 
(6°) =() (p) fürv=n,n-+P,... 


Für die Zeiger u = 0,1,...,2p bilde man 


fa+n—l1 


4p+2n u. FR 
u . (n — IR (er) le! (e r Ze T 7) 


und erhält nach (6) und Hilfss. 8 die Kongruenzen 


u d?o + dö 
7’ — (ed | co +ye 0 |- 1 ’ 
(7) 80 = (cd) lel - : (1) 








dagegen für n > n,(Y, 0) 


ebenso stellt man fest 





VE RN ee BP 


ERNEST er RE A ya a ae DT NET 








VE ERSTELLT 
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0+2 2pP\ I ’77 @o+cy do -+dö 
a BR (cd 2p+2 „pP 1? | be 
Sr ( + IR 0 0 


-[n(n-+1)...p...(p+n—1)] 








=0 (p); 
gu. = er [77 in were [n(n+1)...p 2p+n—1)] 
=0 (p). | 
Setzen wir 
(8) B 8 = S 


ganzzahlig, und bedeute 923 den Ausfall der Glieder mit u» = 0 (p), so ist 


Ä 1 C2 
Set tEmt Tr Eu go +Pp Dr IC 2 


(8’) ==(0 (p), wohl aber 0.(1). 
Nach (1,6,7) sei 


(9) 2, 8 Un+v— 2» = Ss, (q) 
mit 2p <au-+» und 
p+n—l1 
(10) N S,g)=H; 


i 


dann gilt nach Hilfss. 8, wenn das dortige o hier als o + 2p — u — v eingeht, 
p+n—1 2p n—1 p) 
’ Me] [Bett L- a) 
H - (1) d) | [Ert: ! 
Frr y y Alu —2p (0 AR 2p hai v)“ „ Dip 
: pro’ Ta I(cd)®» +2 





(11) 0 (pP). 








Mit 
(12) NS-R 
2p+n 
schätzt man vermöge (1, 7,9) 
2p © 
IRI< > |gu| > |Un+v—2p| 
2p+n 
2» on sel 12 
\geirg,| gr (u + n)l?] u 
ie P2: (ur n)1: P-; n+v—2p | und für p > Paly, 8,0, 9) 





/d (e+2)(e+5 | 


r’+ö° 2lel | 
(3Pp) e io ’?(ed)” (3 pyttr+2® 2 ( ”) und für Po>Pı(g; cd, y?+ 62,0) 
0 


(n — 1)!? 





(13) < 2 ’ 


Do 
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Aus (1) 2 
...e = 
(14) u_1(X =/{z e St e dNd,x4 Y“ u,(x) 


also nach (9) 


5 4 En 
ra : 


nv 
I 








ep<u+v 
2p +n—1 2p+tn—1 2» 
 S,(a)= << Bunt (2 und nach (14) mit A =1,...,p 
p+n p+n 
 : EU ER. I,» 
= SMla Dr ° Dre) Dr 5 Un+n—ı(&) und nach (1,7) 
1 v0 
p ei ae Kl u 2p 
= Miliz Da: * D2t A ra (— T)aR ge tn 
> CH 
(cdy’r+’r 
(n—N)% 
n ) Ö 
: (cd)*?+? ? 1 14 r 0) er in 
m mot te D.r ed, (o— rer)’ X 
= (0 mod. (a — ray +? 
(15) = (0 mod. ( — re), 
2p+n—1 
insbesondere also 9; S,(g)=0. 
py+n 


Aus (2—13) folgt die Näherungsform 
0=S|SE—H|< n ’ 
Nach (8, 11) wird sie aber sogar zur eigentlichen Näherungsform und läßt 
nach $ 5 auf irrationales & schließen, falls 


(16) 0<[|$£l 
gültig ıst. 

Es bleibt der durch (4) ausgeschlossene Fall 

(4’) d=1 
nachzutragen, und wir werden ihn erledigen, ohne die Annahme (16) zu bedürfen, 
womit beiläufig die bei 7.15.16 und in Satz 2 vorweggenommene Aussage über 


die Nullstellen der Zylinderfunktionen 7.1’ gewonnen ist. O. B. kann dann 
statt (1) die Reihe 


o 





(17) u E95 7 Em T - u k=0,1,2,.. 
betrachtet werden; doch müssen zum Beweis unterschieden werden: 
1. Fall.k =0. 
n>1 
. RER I 





Emo = [ nl” ie "a ae 








ß 
A 
. 
$ 
u 
b 
& 
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dann ist entsprechend (15) 


2n—2 3n—2 
92: P. rn et; für n > n,(g',o,r) ist 
1) en 
| 2n—2 1 
|R|=| a Dr g,.olutıtem <—; identisch in g gilt 
P we u 
2n—2 o 2n—2 
2 92; 8r,0 Uu-+v+2—2n rn &, (9) 2a In, 0» und für n = p> org Ist 
A 0 
2n—2 2n—1 
H= 2 92; Eu,0 Un+v+2—2n = En— 1,0 Un ==0 (p?) 
0 2Zn—l—u 
04) zugleich mit 
2n—2 
Ay = fh 8n,0 = 0 (p?) j 
N) 
woraus wie in $ 5 
1 
(18) <I&S-Hl<z- 


d. h. die Irrationalität von &(g) folgt, ohne wie in (16) die Nullstellen von & 
auszunehmen. 


2. Fall. k>0. 
Mit v„=(0,..,2n —2 sei 


2 (n— k + u)! (n tete® or rj% 








ar (n — 1)? u 
so ist 
2n—2 ee .) 2n—2 
fa n,k v U --4+2—2n a & dr Su, k 
0 1 0 
und mit u+v>2n—2 
2n—2 3n—2—k 
> En,k 2 4 Uu- v+2—2n — 0. 
1] 2n—k 
Für n>n,(g’”’,o,t,k) wird 
| 2n—2 © | 1 
| > Eu,k >» Untv+2—m| I» 
[N 3n—1—k 5 
und mit dem Ansatz 
9n—2 2n—2 2n—1—k 
2 Eu =, En, k >; Un+v+2—an = H 
0 k 2n—1— u 


> 


findet man für primzahliges n +k = p> gr 
S=0(p), 
aber 
H= In—1+2%,k Un+k 
= | (2n—1+k)! Ip = 2) 2n— 2 Hr pn 
Un —1)!(n + k)!llin +2k)!(n —A)!I\n —1 +2k 
== 0 (p) 
—=( (1) 
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und nach Aulbert 
(18°) <1aS-Hl<z 


wieder unabhängig von (16). 

Weil die Reihen (17) für rationales g nicht den rationalen Wert Null an- 
nehmen, gilt nach 7.1’.2 das Gleiche auch für die Reihe 7.2, so daß unser Satz 2 
sich auf die jetzigen Ergebnisse (18, 18’) stützt, dafür aber nur das Durchsichtigere 

$==0, H=0 (p) 
in Anspruch nahm, statt 
$=0, Hz==s0 (p). 
Nachzutragen bleibt der seit (7’) angewandte arithmetische 
Hifss. 8. Vor.: a=a=0 (1). 


n 


2 
Beh.: MRZe=0u. 
1 


Bew.: Trivial sind die Fälle aa =0, sei also aa? > 0. Setzen wir 


n!= /;] pi in Primfaktoren zerlegt, so ist 
19, 20 e, = {|< TE 
ae ln Sen 17 
Denken wir ebenso den Zähler in Primzahlpotenzen gespalten: 
(21) J.] | @o + aa = Ji] #i 
1 


so genügt es, (22) = e; zu zeigen. Für die p; bestehen 2 Möglichkeiten; 
für p, gelte etwa 





a=(0 (pı)- 
Nach (20) ist dann e,<n und nach (21) e, >n, somit gilt (22). Für eine 
andere Primzahl p, sei (a, p,) =1. 
Dann folgt aus (21, 19) 
> - 2 A = 6 oder (22). 

Bemerkung: Für die Zwecke des $ 9 hätte es genügt, durch Anwendung 
eines Satzes von Eisenstein [vgl. etwa Nielsen: „Funktionentheorie‘‘] die 
Existenz einer ganzen Zahl b = b(a,a) festzustellen, so daß ganz wird: 


a 
n Kr 


"kl =0 (1); 


1 
unser Ergebnis, daß b = a? genommen werden kann, ist für $ 10 von Belang. 
Das bisher Entwickelte gibt den 


Satz 4. Vor: O<ced=c=d=y=ö=ß (I); z, 2 nicht negativ ganz; 





(23) x ai (e+)(e+7 
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0<ep de erm—i. 
Beh.: & ist irrational. 
Von Interesse ist noch, ob die mit (5) einsetzenden arithmetischen Hilfs- 


mittel von Dirichlet und Hilbert durch analytische Methoden ersetzbar sind; um 
diese anzubahnen braucht man 


Hilfss. 9. Vor.: (1,7,9); v=2p-+n, 2p+n-+l1.... 


DS, p>m(t.7 ’ 
Beh.: 0<|S,(e)|. 


Bew.: Nach (14) besteht für unsere Zeiger » zwischen den S,(x) der diffe- 


rentielle Zusammenhang: 
5 b) 


(24) Sl) {a dr * AD,re} SR). 

Ihm entnehmen wir vermöge Hilfss. 1 und 2 die Nullstellenfreiheit aller 
S,(x) im links offenen Intervall 0 <x?<g? auf indirektem Wege: Wäre 
nämlich 0 <a? <g? und S,(z,) = 0, so gäbe es nach (24), Vor. und dem 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein z,, so daß 0 <a5 <aj und 
S,_1(&) =0, wodurch man schrittweise bis zu Syp+n-—ı(2) gelangt, das 


nach (1, 7, 9) nur in den Intervallrändern r wi verschwindet; aus 


dem Widerspruch folgt Hilfss. 9. 


Verlangen wir jetzt insbesondere positive Argumente 0 <g, so wird für 
0<r=<g nach Hilfss. 9 


0 <|S,(r)!, 
aber wegen (1,7,9) sogar schärfer 
’ 0 <sS,(r) 


und speziell 
0 <S,(g), 
was über » summiert wegen (13) zu 
| 0<[ES—-HI<- 
führt. ü 


Es kann also in der Vor. von Satz 4 statt der Forderungen (23) auch ein- 
gesetzt werden 

(23’) 0<o. 
Um auch für negative Argumente die Restschätzung nach unten durchführen zu 
können, muß etwas weiter ausgeholt werden: 

Um den Rest (13) geschlossen darzustellen, benutzen wir Eulersche Integrale; 
für A =0,1,..; u =0,..,2p; n>y? +62 gilt 


Y 6 





Fr n+-u+il | 1 1 n+n—1 zZ ji *] Pr PER Ye r 1 
35) Jul —=gj ss ts) Sdı-i a)? 
n+ ( | Er ! ) > . . 
"» \vo—- —-)Jo- — 0 0 
"ce /“ dd 
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4 2n 2 
cd) p+ N p 


(n — 1)!? 


2r7 x 
Sgp+n+1(9) —. 22; Cr) (—1)* n+u+A 
(N 





Mit —=(C wird nach (1,7,9) 


grr 


[7X 





und nach (25) 





= n+ÄA f} 1 n—1-+ — E a i 2 7 
er ; faf'a at )a—y tee ee 
a n— L: er 
= 6gP Saf dt Aid ne An 2 7 ak 7 ai «(1 — st)”. 


Bestimmen wir die reelle Zahl g eindeutig aus 


oo _ 


) 
(27) P- AR o 


und —2<g<—f1, so gilt fürg <g< © immer 


(23) PsEı} > 0 


und a fortiori für 0Sss1, 0stsi1 








SIERT EN 


s ar 


nach (13, 26,27) wırd so 
IRI= | Senna) 
_1+ Z n-1+ - (1 -_. m 2y“| 
fa fa j 1)? 1g‘ 1 
Du | 


und für (23) wegen g <q <o 





>UV. 

Zusammenfassend stellen wir fest: Der Verzicht auf Dirichlet-Hilbertsche 
Beweismittel erlaubt, den Satz 4 zu beweisen, wenn dessen Vor. (23) ff. ergänzt 
wird durch die Abgrenzung 


g<gq<e. 


$ 10. Hypergeometrische Reihen. 
Indem wir vom Grenzfall des $ 9 zu allgemeinen hypergeometrischen Reihen 
weiterschreiten, benötigen wir neben Hilfss. 8 noch den folgenden 
Hüfss 10. Vor.: n=nl)<n; A=(0,...n; 0<e 
<2n er? 


(1) v= ff op: !er ı v<n+7 +1 


(2) Beh.: =( (1), 
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=] 


(3) V < e@t+e 


<2n Pr Am i - | <2n p’<2n-+1 <2n u (2n+ +1) 
pi 


Bew.: er * +) je II» Zi 1 II » log p 


und da die Primzahlpotenzen dieses Nenners von (2) nie größere Exponenten 
haben als die entsprechenden des Zählers V, so ist der Quotient (2) ganz; 
die Ungleichung (3) folgt mit Hilfe des Primzahlsatzes. 

Mit den Parametern 





"<altzıa=mc=a=y=( (1) 


werde erst die folgende spezialisierte hypergeometrische Reihe gebildet: 


2 ‚eo+ z 
(4) E = P-; Hl r 
und dabei sei 
(5) +12... 


Für » =1,2.... sei kurz 


(6) /J (e + =ÄA,, I] ( +2) =(,, q’ z = u,(g); 
1 1 v 


dann erklären wir für » =0,1,...,n nach (1): 














_ Vlac® ar / n\ „_ u Ontu 
(7) Bun = en ()e re, 
(8) Dr Eu 7 S, 
0 
(9) “#8, Uutvn(Q) = S,(g) mit n<u+v, 
Ö 
(10) PB S,(g)=H, 
1 
2n+1 
und finden nach (1,6,7) und Hilfss. 8: 
= n ei F A,,ı aa" | | Corn” | 
Be vr E Ausı(n — u)!Iln —1)! u! 
n Pn—u 2 24 Ontu 0 f E 
un a’ (u +1 m v0) aa —o@ 7€c7 n r u 
= V > #(— T)e dd - ]\i/ r IK n ) 





. n azu ean—2u 


(8°) == () (1); nach (9, 10): 


17* 








‘ 
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H nr w ( En uU 
Eu a und nach (6) 
0 n-1—g 
n n 
= u go „ ten u. . 
Eu q und nach Hilfss. 8 
1 n+1—u “urn 
n n 
P2; (—1)# P3; | Curnc® | | Aurı—n Anyı ar | 
nu Car (2n — v)!J LAuyı (n — u)!(u+r—n)! 


(2n —v)!(u rn)! 
(n — 1)! u! 





V 0’ — 








j n an n 2n—y (u -- y -- 0 PEN n) -- C Ä . A 
— u (—- 1) N, J / . 3 | irn 2n eu | 
& u, e Aızu(n—u)! . (u-r—n)! 














7 n  Bn—v 9, I y— 9 
Bon 5 # de Seh Ze... Ba. I @o-+ aa 
_ 1) a | ® 0 Pl u m) 


1 


Nn+1l—u 








n: alu +1 +0) +au V 
e O n — 7 


1 0 a 
ns ar - 


10) =0 (I); 


7 


|IR| = 





2n--1 





| (a: ct" y B>; 2(” later | | &\ 


1 Y 

& \: n b —1 

_—— (co) (ar) (n + u) NT 

Wr) 
nach (9) 
nach (6,7) 

ad gie vn 

Curvn | | 


für n> n,(a, Y): 


<(n +1+ a°)'* 'laa?c*|" BORN n?a®--; 


ursnä 


2n-+1 


—_ 


n c x 
pP” 2 D \ + n 2 “; 
ER S(l-+a°-+y ) (oa? et q)” V 32 ( )( 3, (v BR an) trm q 
0 Pr n en-+1 


2 2 p4 
nee a) 
’ 
Br ee gu+0 #4 


T J 





< nsl-+a’+ 7%) 1— 


* | 80? a? ct e%+3e) [ 





7 





et" für m> nıla,y): 


vd 
9 





für N, > Nn.(a, Y g): 


nach Hilfss. 10 für n, > ny(e): 
für nz > n,(e,a,yY): 


für n, > nz(g, e): 


ERNEST ER BE ET 


TE er 


PERLE TN 


SE TR EN RGE r in wi er Ivan 
EDEN DIESE ET rs u 


BEN ON ER 
N 


TEEN FRE RE ee” 


Maier. Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 129 


(11°) < 
falls |q| so klein ist, daß die Beziehung gilt: 

(12) Sedo <r. 

Für v=n-+1,....2n —1 besteht zwischen den Polynomen S$,(zy) der 
Zusammenhang 


ou | mm 





«A 
ie FD | 
somit für a 
ei... 
wer 4 u ne 
Sn-ı(2y) ={y D,yYiz Dx * Sulay) und nach (9) 
n—l n—l BA. & er, 6 @ RE ABER n 
»y; Sn-ılcy) = 2 u * D, y° Fr iz mE 9 2, g, Un (2) 
) 0 0 
und nach (7) 
n—1 Y | E ’ er “ L- 2 ’ n UN a 
.ly Dyıl Dr >; J:} 0 — Jay) # 
— u+?2 a 





n VA,.ılac)?” 
( Jar je 
u (in —1)!n! 


, es ui u y : 
V A n+1 (a eye r _— - vn Be B n—dk—1 
" m—_NDin! 2 vw Dyyla dr" 


(a — ray)" ya und nach Hiliss. 2 
=( mod. (o — ey)" Ar) 
=(0 mod. (se — rıy); insbesondere 
(13) 2 S,(9) =. 
nl 


Nach (4, 8, 10, 11. 8°, 10’, 11’, 13) stellt jetzt 
ES—-Hl=|R|< . 


für die Argumente (12) eine uneigentliche Näherungsform dar, und der Irrationali- 
tätsschluß kann durch Restschätzung nach unten ähnlich wie zu Ende des $ 9 
gezogen werden, vermöge einer Darstellung von (11) durch bestimmte Integrale. 

Zugleich leistet diese Integraldarstellung eine neue Abschätzung des Restes 
|R| nach oben, die feiner als (11’) arbeitet und damit den Bereich (12) brauchbarer 
Argumente ziemlich erweitert. Es sei von jetzt ab 


' 1 eac\ _ 
(12 ) dead + 107 5) <T, 
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mit den Kürzungen 


24,2 1yn A j 
(14) Ge -[° — en = —- folgt nach (6, 7,9) 








S,(q) =( u gu EEE, 


V 








= "Wu T,, En 02 
m? u (2 Sa: vv; (1 — a) a-ı 
(14°) 29 


Co un 


Te ep Te 0) 72 ET Er ee 


. wann t+Hl—v—L (1 u gay 











I v-ın—1 2n+1—,— vn— 
no er fa - ee le 2.2’) 
2 (— 1)" Er er te 
0" (h) 0 
+1 a 
= nf det - Da" re rell -— a)". 


Da der Integrand für 0 <x <1 Vorzeichenwechsel erleiden kann, an den 
Integrationsgrenzen aber genügend stark verschwindet, suchen wir durch Teil- 
integrationen zu einem „definiten‘‘ Integral zu gelangen, d.h. zu einem solchen, 
dessen Integrand längs des Weges sein Vorzeichen festhält; wegen 


121 
\e| 


—- PIUS Ra (1 —z)"=0 mod. (1—r) und mod. x 


für ER | 
ih untl 


verschwinden die PAEEENEEN N und es wird für © =0,1,. 
“ (2) 





Sen+1+0 (9) = fa .. 1 -2{- FOYyt"U ar" 





= fa } Be (A a} ER "T pde (7) (7? ER a 
0 
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) I an 2 
=(g f dx -z° (4 — x)" (— g)” 2! (— 2)" 


A-w—L) (A+tn—gd—1) 
| (vo — 3)! 





(15) n!Cqg [| de-a° (Ad—e) Di g)” "(— ge) 
0 
Br nr 
(0 — 4)! n! 
(£ n) E—n—4 1) 
BE : Ss 


15) = cal) arz Aa -=7 277) ERPN e (° a "). gx)*. 


Setzen wir das nicht negative 


oao-i=x 


u Bu 
und summieren (15’) über w, so wird p2; > e 3 und 
v 


R= n!cg(E) far "u uw 2)" Fr — yes * : ") n gx)* 
0 
V ” m » 


0 


(16) cl aa ar” A - a ge” 


17) =0 für Z=0,1,...,.n —A, aber +0 sonst. 


Aus (17) folgt Irrationalität von & für die Argumente (12); aus (3. 14. 16) 
erkennen wir, daß hiefür schon zureicht die Bedingung 











oa? et In /EN Ayzı "1 tn i u. 4 
0<|i T '(, ie er OR} dz:ı° (—x)(1—ge) ar 
| 
und für n,(a,y,0,&,g) =n, <n zusammen mit (17) 
! L +0 >| 
(19) | F deze "Aa — "(1 —ge)"| < een. 
ö 
xz(1 — x) |" 1 
Nach Riemann (R) erreicht 12) links sein Maximum für 2 = — 
ge A4g 


so daß (19) erfüllt wird für hinreichend großes n durch 
A+NM — N" < (ea dor) 
aaa! <2 —g+2Vl—gq 


Y) 4 
r 0? o 
7 -+(2q9—4A4) T e?a?c! + zetatct <0, 
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mit g? gekürzt: 
+20 —Are®d + Redate <O 

(1 +-0&a?d)? <Areta?ec! 
1 ne) 


—_—— 


Z—— Ö- | 
Deac 2 





=, 


d.h. genau die Forderung (12’); für |ac| = 1 und o >10 vereinfacht diese sich zu 
ar r: 
Zusammenfassend erhalten wir im bisherigen speziellen Fall 
Yy 


.s Satz5. Vor.: Oo<adt=za=c=za=y=0 (1); —e—i —2,. 


a 
n v 0 + a 
y 
Beh. [2 P} q” 0 u 
) 1 + u 
Ü 


ist rational für =—t — (0,1,2...., und ist irrational sonst. 
Hätte man die Vor. des Satzes 5 ergänzt durch die beiden Aussagen 
(20) O<gqg und —i<ö 
so könnte die Definitheit aller Integrale (15) unmittelbar verwertet werden, denn 


alle A-Summanden haben dann gleiches, von m» unabhängiges Vorzeichen; für 
o=0,1,... st so 


(— A)n-1Cq! Sf 
2 n--1-+ — e 
(21) San+ı+0 (9) oa dz:xe(1- x)" 





6 


DEE +D ECHO N L-EHN) (+ Atn—t)jadtr 








0 
iX tr )" = K 4 
— tx 1—-ı \1,wX 
N mit =>0; somit auch i 
e 0 
N San+1+w(9) j 
— >00 d 
ve San+1(Y) R u: 
0< 3 5,(q) i 
2n+1 
Nun betrachten wir die allgemeine hypergeometrische Reihe. Mit 
(22) 0 <(abe! =a=db=sc=a=eß=y=l (1) 
sei 


(23) 0 < 40° (ab)tedcd <r, 





sl ne Re A En are Aa wie a te r 2 Zoyäaiii ENTER ua le en Ar FERN ne Pam ei 23 u Pe EN: Ei ' " . . 
FRE RER EHE RER ERETSRTE Lets. Dana 1b 3 raa San 3 1 1 Ed RE EEE Sn Ba 2a Keira BE Een uEn Zee m A Zug Ze Renee ZEN lei v BEEF RES, ee nt 
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woraus speziell 
V<g<i 
folgt. Abkürzend schreiben wir für v =1,.2.... 


Y 
a 
J.] (0 - *) (0 2 P} = A, 
ww a/N bh A. 
ä und @ Tan u,(q) n,: 
ar v 
42%: ( 
[dl (e | ) . 
( 
1 i 


untersucht wird dann 


(25) 6 = 








nn 
>» 
Yv 


pen 


1 
Neben der durch (1) eingeführten Zahl V = V, ist noch zu bilden 


<3n [* (3n--1) 


U,. 


pIe  '=bh, 
ne & »<n+AiA+i} 
und aus den Beweisgründen von Hilfss. 10 erkennt man, daß für + u In | 
(26) En 0 (1) 


n+4 
N 
gilt, und daß bei vorgegebenem e > O eine Schranke n(e) besteht, so daß fürn <n 
simultan 


(27) V,;< einti+®) 
mit v = 2,3 gilt. Sei für u = 0,1,...,2n —1 


V V 2 2 Z 1 © INH 
(28) gu = ( 2/3)‘ Asntı (a? b? 2 ( n ) o?n- “(_ tr) 
s u 


also für 











2n—1 
.o,=Ss 
nach Hilfss. 8 
On —1 r y z 12; N 
2n —1 Curnc® | | Asnıı(ab)*" | * + 2u)\(n — u)! | 
DE — Ayu Be. Ä = 
. P.; 1) ( M Im + n) I LAusı(2n — u)!Jl (In)! 
. Vic“ T 
(29) =() (1) 
und setzt man für 2n —1l<u-+rv 
2n—1 
(30) Zi gu Un+y+1--n(Q) = S,(Q) 
n—] 
(31) 2 S(Q)=H 
1 
(32) 2, sl) =, 
In 
Journal für Mathematik. Bad. 156. Heft 2 IS 
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so wird mit 2n —1 <u+ 











ES = 5 5 Eu Unruyie = 92; S,(q) spaltbar 
1 
In—1 
(35) = H-+- %S,(g)+R. 
- 
Nach (26. 27. 28, 30, 31) ist 
2n—1 2n—1 on Mr e 
H= > ( 1)" u BR ww»; [- Aury+ı-an(ab)®" Aızon | 
P2 (u —r v 1 1 a 2n)!? Aızu (2n a u)! 
| z. > 2 (2n — u)!(u +» +1—2n) ; 
Cur,21-n(3n — vr — 1)! (v — 1)! Ks 
| u Br 
zen Br v1)! [ Tan v1 gu+1 
(34) =0 (1). | 
Nach (24, 28, 30, 32) ist 
2n—1 
IRI< 218 IF las RE BER U 





| a ß | 
2n—1 7 k+Yy+1— 9 | (o + =) (0 + 2) 
nun u 'g, g" .1--n | y en e | u | 

_ th (e+2)e 


und für n > n.l(a, ß, y) 


2n—l1 
ge+i be |gu| ge Sg u + y + 1 IE? \ -#°’+r° 
3n 
u u 1-Ha? + +2 
er Zee) 
3n 
’ 6} 2n— 1 
<gtt(an Het) SE |gu|ge B> Pr (v — In + rer 
V In 


und nach (28) 
(In)tetaHr 


2n—1 


— (V,V 3)? q" (0 a? b2 e3)?r ee 





Pr un 5‘ | Am+ıU(n+u 
ı Aurı (3n)!? 





P prima (y+ - 7 u 


2n—1 


er 2 N — 1 Can +at+ giry! 
< (V,V 3)? (a? at bi ce z=!)* 2 er, Tr Gnjt Ne+ + B'+7 
für ns, > n„(a, ß,y.g,n); nach (27) 


408 atbteöll+e.6 In - Hy? tt. Arie 
« | I] 4 2 Y n?r«a +fß +7 . 
1 











für N„ > Ng(g; €E,d, ß; y) nach (23) 
1 


35 —., 
BR rn 





AETRT 


ee re e, at E 09 


PENTRE 


eu ENTE SEEN 


RR gras BR Er De 
IE a EN TA BEE er eo 


ER 


er RER 
RER: re 


EEE 





RN, 


PR x RE Re a. Date Feier. Ei pbrks N: dere EEE TR 
ER TAN IE FRE Br RE RE LORNEIR 


TE ein a BG “n 
an Ba a FE ER TE RE EEE 


REITEN AONN 


SEEN RE 
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Sei nun n>a®?+ß?-+y?; v=2n, 2n+t1,....3n —2 


1-— I me i.2 
ze da da vet, | 
(36) | KR. ” r 2 [ 
y’Qy 2%, T, 
so folgt aus (30) und (24) 
(36’) T,s,(zy) = %,S,;ı(cy), also 


2n—1 


S3n-1(7%) - En Un+u(CY) und nach (28) 








= (V,V,)® a Be % 30”, ö = A Tlay)"rt rk 
mit (V,V3)? et (a?b?c?)?r — A: 


2n—1_» 


= AL ECK y"xo. 
Nach (36’) erhält man 


” 


Zi S3n-1(X7%) an” 1 $7 z1- Es (ay)A 
1 


= A 5 rg — ray)" zo und nach Hilfss. 2 
-( mod. (0 1 ei. 
(37) = 0 mod. (o — rıy); 
Sn—1 
insbesondere ist also 92 S,(g) = 0; (33—37) zeigen 
en 
(38) IRI=1ES-HI<-. 


Um auf Irrationalität von & schließen zu dürfen, muß das Nichtverschwinden 
von R gezeigt werden. Ausreichend dafür ist statt (21’) jetzt mit 
(38°) o=1,2 


die Folge von Ungleichungen 


7 Sgn—1+w(4) 
38 0 < . 
Sg3n(g) 


zu deren Nachweis Integraldarstellungen für S,(g) herangezogen werden können. 








. . . E nn . . . 
Es liegt nahe, die Quotienten ö —?— wie in 9.25.26 durch Doppelinte- 
4“+4v+1—2n 


. . . A -y+-1—2n . . , 
grale darzustellen, und dann die Multiplikatoren Zune " wie in 10.14 
18* 
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durch Differentialoperatoren zum Ausdruck zu bringen; versucht man dann 
weiter die Herstellung eines definiten Integrals für die S3„_ı+„(g) durch Aus- 
übung von Teilintegrationen, so entsteht eine neue Schwierigkeit: Die Zusatz- 
glieder verschwinden nicht an den Integrationsgrenzen und die bisher vorhandene 
formale Durchsichtigkeit geht verloren. 

Geringeren Widerstand finden wir, wenn die folgende Darstellung, in der 
/ I den Ausfall des Zeigers j =y andeutet, zugrundegelegt wird; nach (24) gilt für 








(39) DELL 
Cu+ n At | . 
c. I _- J:J \ ın Zähler und Nenner erweitert 
1—2n u+n+1 (0 + Z) 0 
C 


und mit v—2n = o: 
) — 1]!ce® Panzm Du 


 Tleatr+1 | | 
ug; er En /J IT (. ” ) 


“utn+1 





u+n+w c—1 


(40) = Ba, f a Eee Zu | ld (+4). 


“+n+1 


| 





(3n) u er 
Asnı 1 (V, V,)® 


u 





=(C und (24, 28,30, 38°) wird 





2n—1 
an a 1 ll C +n A uno 
C Szn-1:w(9) u Su ( )o 9) 7 . 7 gerr 
pr uA+-n+Ww 4u+ 


Fre CH Nle+h) 
ic und nach (40) 
en ref 


uU+n+w 


as 7108 y) i D Were DD. 


Um die über o und 7 erstreckten Produkte eh Differentiationen entstehen zu 
lassen, sind c Operatoren einzuführen: 








1 ER... ı,. = 
= K ” D.xX e — I, 
1 E En 
(41) } ’ D.x >» un U, ’ 
C 
1 
1: eu DE Aue a = ,, j=1L,2,..,.9-,r+1L.:, c—i1 


nur %, verändert den Exponenten einer dahinterstehenden Potenz von x und 


zwar erhöht sich dieser BR um c Einheiten. Es wird 
% 


. 2n —1 cw—1l —cw 
CSan—ı- -o(g) = ea. u” u u f de (1 — x) i x 





ı aa ı ya ın 1 (u+r2)e—] 
ZN | / BR A 





EEE Es Par SE Frege 


ER. 


2% 

e 
Ei 
& 











A RE 


a a 


Fe VER NeRn 4 EEE SR a EEE REBEL 3 EN en 


5 
i 
x 





Maier. Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 


gem zu —- „—cw ww / T R w 
.- (co—1)! "di (4 Be X) 7 8, IS, j 3,1 


u, RE 
, 2? en \] n 
BB LAN 
ni u 


(42 „RER: a 1 yyea—l „eo gor Ja OT JA, 1" 
4 ) — (co —1)l An ( nn A ) A ms, %/] af | On Sa } 
0 


Pi 'Aa nn) 5 


denn die Operatoren (41) und deren Zusammensetzungen sind linear (vgl. 3.7’), 
so db u W%= WW u vertauschbar ist. Im Gegensatz zur oben berührten Dar- 


stellung durch Doppelintegrale gelingt die Umformung von (42) in einen definiten 
Ausdruck mittels Teilintegration unter Wegfall störender Zusatzglieder, denn 
nach Hilfss. 2 wird die Nullstelle des Integranden im Punkt x = 1 von der Viel- 
fachheit cw + 2n — 2 um genau ebenso viele Einheiten gesenkt; bei jeder Teil- 
integration wird im Zusatzglied genau eine Differentiation rückgängig gemacht, 
so daß die Existenz einer einfachen Nullstelle sicher steht; ähnlich schließt man 
für 2 =(. 

Wie zwischen (14’) und (15) statt T = {D,r?} der neue Operator T = {— r?D,) 
entstand, so erklären wir neben (41) die c weiteren Operatoren: 


a ee ı an 
| = x D,T —= WR, 
1 14 = --— u 
Ps LI ” D.x “ m IS, 
Be =®, j=c—l..,„y+il,y—1,..„1 
C 


nach co» + 2n — 2 partiellen Integrationen entsteht 


e\w 1 en 
Sn) = N Sa -TREN 
0 
e—1 we 
z 177 BED! Prnad | ayw—1 
1 
„ (q.c‘)” z n—1, en B3 , Zu gyew—i 
= ug f dal ) er N) 1) 
(43) i Eur 77 W, U, Ri Paul 
GE IT dx( OR ze) n—1, (n+1)c—1 B5 WW 1 
R cn S (  )? 


0 


IIC#3-96+H TH) 
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Ob dieses Integral definit ist, hängt wesentlich ab von den Koeffizienten der 
A-Summe. Entsprechend der Bedingung (20) im Spezialfall muß zu (22, 23, 39) 
die weitere Einschränkung hinzutreten: 


(44) ee RE ET 
b c a 
Zur Abkürzung setze man zudem mit /=(,..,„co—Aundy=(,...,® 


ee Mersdt + 


I 

} 
a7 
_ 

N 
# 
Fr 

| 

| 
al» 
I 

u 

+ 

| 
a|s 


(45) 


er 





so gilt nach (44) 


(46) 0<K, 0<L, 09 <M. 
Für A#3.y4 (ec) ıst 
(46’) N, =0 


wegen l;] = (); weiter ist 





(46) >60; 
und schließlich werden die noch übrigen 


en HH Dard+-2) 


a C s 1 
Mi y y ß gi c—1 
er 2 :  — . ’ 
(= 7) (? *)e [il (y u, (/ Y) 


(46) >O. 
Es ist aber nach (43, 44, 45) 


e) Pain 
A Sazı gr 31 er ')arkılı MiN; 


(co —1)! - 


und nach (46) fl. 
>», d.h. (38, 38’) sind erfüllt. 





Be 





74 
Bi 
2 
2 
er 
Fa 
Br 
a 
# 
2 
’ 





KERBE 


NEL NAT EEE 


re 


ER EEE a 
REES 
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Zusammenfassend sprechen wir aus 
Satz6. Vor.: Oo <(ebeY = el =ueßey=ß(l) 


Beh.: DT; J———— ist irrational. 


Zusatz. Methodisch von Interesse scheint folgende Tatsache: Befreien können 
wir uns leicht vom letzten Teil unserer Voraussetzung (44), die allgemeiner gestaltet 
werden kann, und von der Asymmetrie zwischen A,undC,, indem statt des letzteren 
mit geeigneten ganzen d, ö ein Produkt 


eingeführt wird. 
Nicht hebbar aber bleibt bei der zuletzt benutzten Beweisführung (39—46’’’) 


die wesentliche Einschränkung 2 == 0 (1) und im eben angedeuteten allge- 


y__6 
meineren Fall #7 (1). 


Doch soll hierauf nicht näher eingegangen werden. 


$ 11. Höhere Irrationalität. 


In $ 9 wurden u.a. auch gewisse Zylinderfunktionen I. Art als irrational- 
wertig für geeignete Argumente erkannt; in $ 7 war schon eine Aussage enthalten 
über das Quadrat derselben Funktionen. 

Indem wir uns auf den einfachsten Fall (Ordnung 0) beschränken, lautet eine 


naturgemäße Verallgemeinerung jener Fragestellungen: Kann J,(2Y — g) irgend- 
welche Werte aus einem quadratischen Zahlkörper annehmen ? 

Die Antwort wird verneinend lauten, wodurch ein Nachweis ‚höherer Irra- 
tionalität‘‘ geleistet ist. 

Ehe wir die strenge Beweisführung beginnen, die sich lediglich in Verifi- 
kationen erschöpfen wird, sei einiges heuristische Beiwerk vorausgeschickt, ge- 
wissermaßen als Leitmotiv zur Ergänzung des I. Kapitels. 

Zu betrachten sind gegenwärtig 


() Va) = Fa = 8) 


und das Quadrat von &(g,) 





(2) 
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Für die ganze Transzendente &(x) besteht dann folgende Integralgleichung: 
| 1 
a 
(3) 2mi £(r) == au N. R 
(0-+) 
wobei der Integrationsweg den Punkt u = 0 hinreichend eng in positivem Sinne 
umfährt; sie läßt sich herleiten aus der Differentialgleichung für £: 


1 1 
/ BI. el __ 
(3°) :(—) {u Dud}E(-—). 
Erklärt man eine abzählbare Folge von Polynomen $,, durch 
5m-+1 
ob; 
— m—l as: 2m—1 4 7 aan 
. | S1,m_1(2) = ar(1 — 2) Pe nt | | 
| S1,, (x) on , {D.r De} Sı,,r1 (8), S1,8m--,(0) . 0, 
1 
so ıst 
i = 08 
(5) P N,,,(2) = Sälg,) mit he Ö, 


und wegen (4) besteht die Aussparung aus (5): 


(5°) Dr Sm) = 0. 


Bildet man mit (2) und der Konstante 5 = S(b,) aus (5) wie in $7 


(6) SE (x) = Se, (2), 


0 


so gilt nach (3, 4, 5) 








2niSe,(x) F — und für z=1,...,m 








2niSg,m-.(1) = _— und nach (4) 


u 
0% V: —_4u® 
91 


- [El su) Dun Sun (4) 


(0+) : 
= fault su Fududu tl sm(t). 
(0+) 


nach 2x — 2 Teilintegrationen: 


d SEE Sm (uDduDay(1 60 By", 


(0+) 


Ölye riı, 





mit 





. an ai 
ua a Fe nn 
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en ll IF aulı BED un 


(6 
en 71 

2x —1 R ns 
Ey ] x-2S 7 IN? ° h (A): 
8 Cyo au-u 31,8m—1 —4u j nach (4): 
i (0-+) 
2x—1 5m+1 | \2m—1 (ds 1-0 
Heard Sant "ru 

u g, 


(0+) 


2x —1 2m—1 Sm+1 


:. On Ze | ee )3 b; Sau: ur-1-m—I-w 


(0 ) 
(1 — Au 2) 


Zureichend für eine Aussparung aus (6) von der Form 


m 


(6°) Sr $2,8m x | ): 0 
ie 
ist also ein System 
5m+1 e 4. | » = 1, 2. ‘ m | 
MD Mb San weil] — u) 0 Io=1,2,...,.2m—1 
— . ” = 
’ (0-4) E =(0,1,2,..,2m —1 


Wie dieses scheinbar überbestimmte lineare Gleichungssystem sich zurückführen 
läßt auf ein diophantisches System von nur 5m — 2 Gleichungen für 5m + 1 (nor- 
mierte) Unbekannte, soll in der gegenwärtigen andeutenden Skizze nicht verfolgt 
werden; es mag der Hinweis genügen, daß der Anschluß an $ 3 erreicht ist, indem aus 
(4, 7) sımultan die Aussparungen (5’, 6’) fließen. 


Wenden wir uns zur Durchführung der in (1—7) angedeuteten Skizze in 
deduktiver Form, so sind einige Hilfssätze vorwegzunehmen. Um nur ein Minimum 
von Grundlagen in Anspruch zu nehmen, soll ferner die komplexe Funktionen- 
theorie ausgeschaltet werden; etwas formaler Ballast ist dafür in Kauf zu 
nehmen: 


Hilfss. 11. Vor.: 








8m > 
5 km 2449 ® 
mit A=0,....5m +1; Primzahl m > my(91: 9» 7); 
| 1 h 
(8°) mn (21 ge Tl)” (Ay. - -, Asmrı) = I mit 0 < g3g3; 
+ 3 —4 
[Z A , 8m 9m +1 om — 2 ı _ j 2. u ! 
(8”) el r ) „nV =a; für a=0,....Tm: 
(8) ( 1)“ (m er e* u)!? ” 1+4—m—u ge — 1 (4 a ..o 
au 11) 40) a = Eu 


(m—1+u)!. 
(m — 1)! 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 2. 19 





(9) Beh.: |gu| < 








142 Maier. Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 


| g=0 (m) 
(10) ==(0) (m?); für u =1,...,.7m aber 
gu=0 (m?) 
Bew.: Nach Hilfss. 5 it ,=0 (1), so daß die linken Seiten von 
ee einen Sinn haben. Nach (8) ist A, nu - =() (m); 
aber {Ay ... Asmıı) = O0 (m!) und ==0 (m?): ebenso ist in = 


„,8m 3 ) 
i (um a, == () } 


und so folgt (10) aus der Darstellung 


a fe 4 a \; a ji; + Re - ” [gi+Tm+2-u ziem gen-3] 


(m —1j! _— 
gm {ie - 5 |; 
ie FA m — | E 


denn für « = 0 ist nur der zweitletzte Faktor durch m! teilbar, sonst der erste 
durch m?. 
Nach (8) gilt 











hl Im - '4->m—4)| 
RN 3m —2 + A)! | 
_ H13m+2—4 (am —3)- Be 
a Gm ara 


— 9)! (2m — 2)! / 
910m in — Be ne = A ; geordnet nach Primfaktoren: 





cu 


<10m +22—8 
u [I p’”’. Setzt man log 10m + 24 — 8 
log p 


die Primzahlmenge <m-+1, so ist 
Meere 2m — 2] PesscH 
e, = + —I — 





= 7, und bezeichnet durch z(m) 








nn 10000000002 

















pı p' Lip p' J 
esj_pmta-9 re 

 . | p' } 
< 3) gleichmäßig in m und /; 


mit der rohen Schätzung (20m) <4m wird für m, <m 
<20m <20m m 


{har .  Asmrı) < of P%r <esiaeom 271 < (20m)? 
Die Stirlingsche Formel mit (8’—8''’) gibt die Beh. (9). 
Hilfss. 12. Vor.: 


7m 


2u +2m — 2x ee ; EM . 
(11) Ba ee Dis” Sul; el... m; 








4 _ 2 12—1 
(11°) z (Dex) Der! D'r 3 = 1°"; en no; 
AGs 1 
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(11”) für v=(,....8m —1: ä Die =V. 
Beh.: 
12) S2,9n-x(1) = UT Sy ou (2) 
12) WS —- BU rt- 51) (Gar + - a ı 0 
0 4 5 
(12) u (2 (gzv) + (1 — Agrar) 7 
| DT) | 42% 
2 —1 .. 
a yı »3; C2o(1 — 4,0)? 


l 
Bew.: Um (12) zu finden, zerlegen wir (11) gliedweise und finden 


u“ —1 ( + 2m a “) (99x%)" -n—1 





(u +m — 1)" 





(495)" +-m—1 u -m—1 1 4 
(u+m—i)!® 4? f 


2 (4.95)" rm—2 


ke 7 (et); 
(um —2)1% 8° 5 


(x -—— 2)-mal wiederholt: 


=" 





und (12). 





a w = 2m aaa a EEE) ae 
Eu utrm—x (u+m— x)!" 

Um (12’) zu zeigen, betrachte man für |5q;v| <x< 1 die Potenzreihe 
in (x v): 


die dann absolut und gleichmäßig mit allen ihren partiellen Ableitungen kon- 
vergiert; somit wird vertauschbar die Reihenfolge 


x—2 
x— v 27 Ey 
wB(— IT) en? + —Ameo) ?} 
- 
a 8 N a ae 2 
— 4° 1 gav | 2 „A Bern ) u. x—1 
u ® D(,)ateı) 2a; aVvu”x 
_ wet % en ( zv)" 4 (A dh zo) 3 
< N ga Q2: 
Mit 2% _ 0 wird endlich 
0X 
rt Nee 
a u 


= Y deu = 2 (— 1)‘ e (1 — x) } + k 
) 


0 
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und mt1+u—i/=o 


22—2 l1+u 
anni dzu £ | se Fin ” ) r me a; 3 _—— 3—e 
Fit Zn FT, )a-m 
2#—1 1 2x—2 u u—o0 +4 
Fear) 
ar \ %) 2 alde 7 ) 
2x—1 
= Ne cl — a)8° und 
1 
2x—2 —1 ey 3-0 
{Dr} (1 — Agua) "= Ne cl — 4g,vr)” 
1 
Aus (11’) folgt jetzt (12°) durch Rechnung 
x—2 - 
on 21 1 
u oa 3 (95% 0)‘ +(1—49zv) °} 
x—2 27 4 —1 . —;3 4 
a ehe 
a—l 
= ud, zy(A — 49520) 8, (#* —2)-mal wiederholt: 
= ig — Agaav)? 
2#—1 1- 
— 93; Cu (A — 49%) ’ w. z.b. w. 
1 
Hilfss. 13. Vor.: (8,8, 8’); 
(13) n=—2m+i, —2m-+2,...0,...,.3m —2. 


5m+1 
(13°) «fe Fe a —=0. 


Bew.: Erklärt man durch 


a < a na zu j 
(14) 2 a; a u P,„(u) 


eine Polynomfolge, so gilt die Funktionalgleichung 


1-2 2m—2r 
0 = DuP7+1(uv) +07" Du" rp,(uv) 


oder 
an—2— In Sm—-Iın+28 
(14) P,(uv) = de Tl DET D,.5 (ud). 
Sei 
Sm-+1 92 
= 3 — 2m 3n—2 +4 
(14 ı a’ ’ .) u») 7 = Poa.2t#) 
) ri 3m—2+i1 EN) 
Be (u? 7 _2m D, |; ( 4 Be v) Dm+1 a ae 
Dm+1 
| 5m +1 Ber | 
= (— ) (5 m rn 2)! 2U (- 2, u un —. A 
0 > 
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u 
Pan 
&7 
ar 


WRERTEERUFER". 


en ee 


Sr ee RN rn DE AN ENSP AN N eh Me a 





ei 

Bus 

Bi 

En 
Pur 
® 
| 
hr 

r 
a 
Hr 

















Maier, Potenzreihen irrationalen Grenzwertes. 145 
; woraus 
R om -— 
; I. (—1) 
: gem (— 1)” 2 77 Ei: u ’( ı IGm- van 5) % Al 
3 | (im—2)! ( 3 — 2m ) 
3 3m —2 +4 
3 und dies ist nach (8) 
(15) =). 
Nach (14',14”) und Hilfss. 2 ist (uv)m-ı P,(uv) = 0 mod. (1 -— u») 
oder wegen (14) 
Sm-+1 3 * Im 
P2; Ad au () 
— Ze nt 4 ) 
und mit (145) endlich (13’). 
Nach diesen Vorbereitungen bilde man mit (8) und v =0,1,... 
| “. \ (q, 2) Im | 
so wird für x =1,...,m 
[Dead [Mrd aa 
$1,8m—x (X) =| q, . j 01,8m—1(8) Eau [1 | u OR (u + m oe BEE 
j 1 je! m Im _ 1 ca - 2 
> Tod; ) Ba ar (— r) Pr, a; ( 2) 
u | 1 r u m—1 y\2m—1 — 41% 
= \ Pa DD, 1 (1 X) ı A ( hg, ) 
und ausdiflerenziert nach Hilfss. 2 
0 mod. (1 — x); es gilt für (16) also (5’). 
Für die in (5, 6) eingehende Konstante $ wird jetzt mit (8--8’’) 
(17) S- »g und nach 10 
rn 
=( (m), aber | 
17’ | I 
) = () (m?) j 
Zur Abkürzung werde bezeichnet 
7m—1 % 
(18) S, S,,4)=H,. 3,5, ,1)=R 
u # 
& so wird 
- nl ara —ti VL 2m —I\/5m-+i1 
_ m y[l_etm- ner (2m — + 
ä H,=m PT + » — 7m)! il u‘ ) rg JE, ) 
\ : 1+v+4_14m 6m—1 Pad ( A r 2 | [Be dc ‚ As: 1} 
; 19, a k A ) h; | 
: (18°) 0 (m?) , 
s und mit (1) wird 
: (19) Se(g)=H, +R.. 
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Aus (8—8’’,16) vermerke man noch 











| 4 m yımu 
AL’ Ssm—l rs — FE u 
(16 ) ® Sn (,) 2 8 (u + m —1)! 
.. 
ie Di 20m (] ‚es 
1 | u m rn) 
In Ausführung von (6, 6°) bilde man mit (11, 11’, 12, 16) 
r a dl a er 1 ıf2u +2m—2 
Sg,8m (1) = UT Sg, mi (2) = PT (u +m—1)® u ( um —1 ) 
2 (g2x)" m—l1 


ei E Tm—u „ Sm—1 1 z—lmütm-1 ;, z.: 1 
m P. B ® S1,8u—1 er „U RL (1 —ARrv) °%, 


nach (12°) und Satz von Leibniz: 


m— m— 1 x— 4. us 24 2 
u EN Fr UT — 49,x0) A 1 )(4220) ,, 
nach (12’, 16’): 


2--3m nöm—i ,, 2m—1 X d; ETC DUB 
u q my m (A — 1) m Yi nr, ydm+tl—A+x—I 
2 V VE 
2x—1 
>? Cyo (1 — bgqv)d"®, geordnet: 
1 
2x—1 Sm--1 
_ u f \; ax pm-1 A q ” tee 
— ii ———— —Qı 
t 1 Be 2 (—49,)* 


(1 — Agpu)dE, mit binomischem Satz: 


1 
Be: in u RR »2; ec u 2 (— 9)” ( .. ') yam+w+x—ı 


(1 — 1 umgestellt: 


2m—1 a ra ) FE 2x—1 5m+1 
a u ae Pr . IS 29 rn 


EETEERERER 3 —o ) 
3m —1+i—o—x 


} gi ge +w+x—) (ei 


495% 


2m—1 RS ) Bun 2x—1 REN 
a Du gg )F Ce (4) 


Sm+l N 
P- OR is a, 


nach dem Pd der Binomialkoeffizienten: 


2m—1 2x—1 Im+- 3Sm—1—x—w 


u u 7 Na 2 En 


2m—i— 
, perl FR 


0 











ER EEE EEE 





U WE ER 5a Be 
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-1—o 
aber weil (. ) 0 für n< 2m +1: 
3m m —1—-0—] 

2m—] 2x — Sm-+] 3in-—1— 

Lo. \ ee ; 2m 2m —1—o 
FEN Nu N 3 
— “ n’sm—1— 2 —v—] 

umgestellt: 

2m—1 2x—1 3m—1—x—w ) N 

" I Pr -1—2—w w ( „am — u . 
w B-; Co tg) 2 (3 ) i - 
0 I; 3m ’ 7 2 N 
1: Im 
(? = ) n, nach (13, 13°) 
0 a 
=(. 


Auf Grund von (8) fi. ist jetzt die Gültigkeit von (6’) gezeigt, und zugleich 
ist Aufstellung und Lösung von (7) gelungen lediglich durch Mittel der reellen 
Analysis. Zur Kürzung setze man 


Tm—1 


(20) P2: $s,41)=AH,, 92; Ss ,(4)=R,, 
wo allgemein 


ü im ) he en 14 Dal v—ım r 
un Butt em) ET en 


—_ u —-v— 7m + v» — 7m)" 


0 


erklärt sei (im Einvernehmen mit (11)); aus (2,6,8 — 8”, 17.20) folgt 


(19') $&(g) =H, + R,, 
wobei für den ersten Ausdruck in (20) wegen (8—8’”, 11”) die Teilbarkeit 
7m Tm—1 2 ) 2 9 a y v Dm-- ) h 1 
— me te | 20 +27 my gyera (2m 
u PP m!(u +» — 7m)! u +v— Im )2 = ı) 
. om +1 im+4— 1 „14m it v—m—) Be | LE u  Ram+ı | 
Eger) " 
(20) = () (m?) bemerkt wird. 


Damit sind alle Elemente bereitgestellt, um den gewünschten Irrationalitäts- 
schluß zu Ende zu führen. Setzt man mit 


(21) 0<A=A,=A=0 (i) 
hypothetisch die Beziehung an 
(21’) An + A,älqgı) + AgS°lge) = 0, 
so folgte aus (19, 19’) 
AuS + A,H, + AsH, = — (A,R, + AsR;) 
und für |A,| < m nach (17, 18°, 20’) 
(21”) 0 <|A,R, + AsR,| =0 (m). 


Die Möglichkeit von (21’) prüfen wir durch Majorisierung von A, und A, vermöge 
(9, 46, 18, 20, 14”). Für my(0,05. A,. A,) < m erhält man 








En ONE, er re > 
e s Wa Er a ir et 
ERITREA 
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nm 
A,R, —- A,R,;| & NS; |A,S1,,(1) u A,Sa,,(1) 
u 
St 
im } 
<(A2 AD eu Pam — BE 
4 1 1 4 2 3 er r Er 12 : ” \ : rn 12 
ui (m 1) (u + r — 7m)! 
[7 — 
(dr? + 57°) v—7m 
12 i 2) 7m 
TER sorrsa S (50 + 50)" 
m —_— 
(41 - 2 IRRE er 2 rn 218 
—— ede'+5’ (7m + 1) (507 + 903)°”, zuletzt 
m! 
m 


ım Widerspruch zu (21”). Somit ist (21’) unzulässig und muß ersetzt werden 
durch den kontradiktorischen 


Satz 7. Vor: 0</4l|=A=4=0() und 1.1.2; 


u 
—. I’ £ | 
2 — =s(@). 
0 vv! 


Beh.: 0 <|A, + A15(g) + Agd”lqe)|- 


Zusatz. Für g, = gs folgt wegen Satz A, daß £(g,) alle quadratischen Zahl- 
körper meidet. 
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Flächen isotroper Drehungen und Schraubungen'). 


Von Julius Wellstein in Karlsruhe. 


Literatur. 


1. Beck, H. Die Gruppe der Minimalgeraden. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 64 (1912) S. 35—56. 

2. Lie, S. Bestimmung aller Flächen, die eine kontinuierliche Schar von projektiven Transformationen 
gestatten. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 47 (1891) S. 209—260. 

3. Study, E. Über einige imaginäre Minimalflächen. Leipz. Ber. (Math.-Phys. Kl.) Bd. 63 (1911) 
Ss. 14—26. 

4. Study, E. Minimalkurven und Serretsche Flächen. Amer. Journ. of Math. Bd. 32 (1910) 
Ss. 264— 278. 

5. Wellstein, J. Isotrope Drehungen und Schraubungen. Festschrift anläßlich des 100 jährigen 
Bestehens der Technischen Hochschule Karlsruhe (1925) S. 142—150. 


Die vorliegende Untersuchung schließt sich formal wie inhaltlich unmittelbar 
an des Verfassers Arbeit (Literatur Nr.5) an, deren wesentliche Ergebnisse hier, 
der Raumersparnis halber, als bekannt vorausgesetzt werden sollen. 


Eine eingliedrige Gruppe isotroper Drehungen {D;} oder isotroper Schrau- 
bungen {5;} erzeugt aus einer analytischen Kurve (Kurvenstück), die nicht Bahn- 
kurve der Gruppe ist, eine Drehfläche [D;] oder Schraubenfläche [S;]. Diese Flächen 
treten im komplexen Gebiet den gewöhnlichen Dreh- und Schraubenflächen völlig 
gleichberechtigt zur Seite und teilen mit ihnen zahlreiche wichtige Eigenschaften. 
Die Existenz dieser Flächen ist bisher vielfach übersehen worden, eine systematische 
Behandlung findet sich in der Literatur nirgends. 


Im folgenden soll nun kurz der zur differentialgeometrischen Untersuchung 
dieser Flächen nötige Formelapparat aufgestellt werden; namentlich aufgeführt 
werden bei beiden Flächengattungen die geradlinigen, die Flächen fester Krümmung 
sowie die Minimalflächen, ausführlicher besprochen die Minimalschraubenfläche 
6. Ordnung und Klasse. 

Die Frage nach gemeinsamen Kennzeichen der hier behandelten und der 
gewöhnlichen Dreh- und Schraubenflächen sowie das Problem der Isometrie dieser 
Flächen sei einer besonderen Untersuchung vorbehalten. 





!) Im Auszug vorgetragen auf der Versammlung der Deutschen Math.-Vereinigung in Mar- 
burg, 1923. 
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$ 1. Die Drehflächen [D;]. 


1. Darstellung in kanonischen Koordinaten. Führt man an Stelle der gewöhn- 
lichen Euklidischen Koordinaten die kanonischen Koordinaten der Drehungsgruppe 
{D;} ein: 


_ (X/X) __ (X/b) Be vr 
(1) = 2X’ = x’ t = (X/c), oder aufgelöst: 
(X/e) =, (X/b) =or, (Xa) = —o—Lotr, 


so sendet die Gruppe durch den Punkt!) Q(o,, 09 To) die Bahnkurve: 











(2) e=% 0(=p)=-n+tt, T=T, 





einen parabolischen Kreis, dessen Gleichung in gewöhnlichen Koordinaten die 
Formel: 


(3) (X/w) = o(e/w) —r{—%p?c+pb+ a/w} 


darstellt. Von dieser Darstellung sind nur die Punkte der Normalebene [»,] (7 = 0) 
ausgeschlossen, deren Bahnkurven isotrope, zur Drehachse (g) parallele Geraden 
sind. 

. Ist nun Q irgend ein Punkt einer nicht in [v,] gelegenen analytischen Kurve 


(2), Qn = Qılg), h=1,2,3, so sind: 

(4) = 0-20 T=7n = (Q/t)=e0 
analytische Funktionen von q; sieht man ein für allemal von dem Fall ab, daß gleich- 
zeitig o und r konstant sind, also die Kurve (0) selbst Bahnkurve der Gruppe ist, 
so stellt die Gleichung (2) (oder (3)) die von (Q) erzeugte Drehfläche [D;] dar. 

Die Profilebenen p = const. schneiden die Fläche [D;] in Kurven, welche 
zueinander und der Profilkurve (P): 

(9) (P/w) = e(e/w) — T(a/w) 
kongruent sind, und es kann die Fläche auch durch Drehung dieser Kurve erhalten 
werden ?). Es dürfen somit oe =o(g), r=r(g)==0 als beliebige (nicht gleich- 
zeitig konstante) analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenzbereich an- 
genommen werden, und die Gleichung (2) (oder (3)) stellt in Parametern p,gq alle 
Drehflächen (die Ebene [»,] ausgeschlossen) dar °). 

Die algebraischen Drehflächen sind durch eine algebraische Abhängigkeit zwischen 
o und r charakterisiert. 

2. Die Fundamentalformen. Zu der Parameterdarstellung (3) gehört die 
erste Fundamentalform (der Akzent deute die Ableitung nach g an): 














!) Unter „Punkt“, „Gerade“, „Ebene“ ohne Zusatz seien nur eigentliche Elemente verstanden. 

2) Mit Ausnahme der isotropen Geraden, welche die Schnittpunkte von (Q) mit [v,] be- 
schreiben. 

®) Zu derselben Darstellung gelangt, von anderem Ausgangspunkte aus, H. Beck [L. 1] S. 50 
bis 51; die weiteren Ausführungen dieses $, bei denen sich Wiederholungen (mehr oder weniger) 
bekannter Dinge nicht vermeiden lassen, sind daher ganz kurz gehalten. 
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9) dl) =ds = — Trap +20'Tde, 
mit der Diskriminante: 
(7) D? = — 2 120'T'. 


Von der weiteren differentialgeometrischen Behandlung sind somit die isotropen 
Ebenen r = const. sowie die isotropen Kegel o = const. auszuschließen. Die 
zweite Fundamentalform der Fläche ist alsdann: 


(8) (II) = Ldp? +2Mdpdg + N dg? = j {— Tr’ dp? + r(o'T’’ — eo" T/)dy?)}. 


Die Parameterlinien p = const. (die Profilkurven oder Meridiane) und qg = const. 
(die parabolischen Kreise oder Parallelkreise) sind somit die Krümmungslinien 
der Fläche. Die Flächennormalen längs eines Parallelkreises bilden einen parabolischen 
Drehkegel, dessen Spitze auf (g) liegt; gleichzeitig ıst dieser Punkt Hauptkrümmungs- 
mittelpunkt der Fläche für alle Punkte des Parallelkreises, während der zweite Haupt- 
krümmungsmittelpunkt eines Flächenpunktes mit dem zu ihm gehörigen Krümmungs- 
mittelpunkt der Profilkurve zusammenfällt. 


Gaußsche und mittlere Krümmung K, H der Fläche sind durch die Formeln: 


- 
- 
. 
. 
- 
- 
fees 





9) K=—-°%—-, H =, 7 {tle'T” — ge") + 20'7"°} 


bestimmt. 


3. Geradlinige Drehflächen. Unterwirft man eine Gerade (a), die nicht isotrope 
Gerade der Ebene [»,] ist, der Drehungsgruppe {D;}. so entstehen folgende Typen 
von geradlinigen Drehflächen: 


A. Liegt (a) in einer der Normalebenen [»] (r = const.), so ist diese Ebene 
Drehfläche. 


B. Liegt (a) in keiner dieser Normalebenen und: 
a) schneidet die Drehachse in einem eigentlichen Punkte $, so entsteht 
ein parabolischer oder isotroper Kegel mit 5 als Spitze, je nachdem 
(a) anisotrop oder isotrop ist; 
b) ist zur Achse (g) windschief, so entsteht eine Fläche 2. Ordnung, 
deren Gleichung sich, bei passender Wahl der Vektoren a,b, c, auf 
die Form 


(10) (X/X) + “(X = 


bringen läßt; sie ist eine Kugel, falls x verschwindet, ! bedeutet den 
von Null verschiedenen senkrechten Abstand der Geraden (g), (a). 


4. Drehflächen fester Krümmung K,. Zu dem Werte K, =0 gehören die 
parabolischen Drehkegel, deren Spitzen auf (g) liegen. Einem Werte K,+0 ent- 
sprechen, außer den Kugeln (mit den Mittelpunkten auf (g)), die Flächen einer 
ool-fachen Schar, die zueinander und der Fläche: 


1 
VK 
kongruent sind, deren Gleichung auch in der Form geschrieben werden kann: 
20* 





(11) (X/w) = (u(e/w) + 4tgu{— $v2c +vb + a/w}) 
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2 2a) = 


Die zu verschiedenen Werten von K, gehörenden Flächen sind somit zueinander 
ähnlich. 

5. Minimalflächen. Als Lösung der Differentialgleichung (9) kommt das 
Integralo +arT®+-ß =0, a=+0, $ Konstante, in Betracht, das sich durch passende 
Wahl der Koordinaten auf die Form 20 — r? = 0 bringen läßt. Demnach sind 
alle Rotationsminimalflächen zueinander und der Fläche 

(13) (X/X) — (A/o)! = 0 
kongruent, die durch Drehung der Profilkurve 

(P/w) = Zu?(c/w) — u(a/w) 





entsteht ?). 


$ 2. Die Schraubenflächen [$;]. 
6. Kanonische Koordinaten der Gruppe {$S;}. Führt man an Stelle gewöhn- 
licher Euklidischer Koordinaten die Parameter ein: 
1) o=—(X/e), T=— (X/e)? —2(X/d), 3o=(KA/c)? +3(X/b)(X/c) — 3(X/a), 
so folgt durch Auflösung: 
2) (X/)=—o, (Xb)=—4(®+r), (Xa)=4o +4or—g; 
diese Parameter seien als kanonische Koordinaten der Schraubungsgruppe {S;} 


verwendet. Sind 09 O9 Tu die Koordinaten eines Punktes Q, so sendet die Gruppe 
durch O eine Bahnkurve (X), deren Punkte X die Koordinaten: 








(3) pP =, 01=%n+P, T=% 








haben, und (3) ıst die Darstellung der Gruppe in diesen Koordinaten. 

Zu der Gruppe {$;} gehören die Profilebenen [x] (o = const.), die Schrauben- 
zylinder [C] (T = const.) (unter denen der Hauptzylinder (rt = 0) ausgezeichnet 
ist), die Schraubenflächen [L] (o = const.); ferner die »®-fache Schar der Bahn- 
schraubenlinien (rt = const., e = const.), die lineare Kongruenz {R} der Normalen 
der Schraubenzylinder ?) (o = const., oa = const.) sowie der Parallelstrahlenbündel 
o = const., r =const. Die Tangenten aller Bahnschraubenlinien der Gruppe 
bilden einen quadratischen Komplex; ist (t) die Tangente einer Schraubenlinie 
im Punkte Q(o,, 0, Tu) und X*(o*,o*, ı*) ein Punkt von (t), so bestehen die 
Beziehungen: 


(4) *=,+, **=n-, *=-9 +9; 
die Gleichungen der Tangente (t) (bei variablem g). 





4) Diese Fläche ist von E. Geiser gefunden und von E. Study als Drehfläche erkannt und 
eingehend besprochen worden (vgl. [L. 3] S. 19 f.). 

5) Mit der Gruppe {$;} sind ein Nullsystem sowie ein linearer Komplex verknüpft; die Kon- 
gruenz {R} besteht aus den Komplexstrahlen, welche die Schraubungsachse (f,), die uneigentliche 
Gerade der Profilebenen o = const., treffen; (f,) ist doppelte Leitgerade der Kongruenz. Die Kon- 
gruenzstrahlen durch die Punkte einer Bahnschraubenlinie erfüllen eine Schraubenfläche e = const. 
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7. Darstellung der Schraubenflächen [S;]. Ist Q(o,0,7,) ein Punkt einer 
analytischen Kurve (0), die etwa durch einen Parameter u analytisch dargestellt 
sei, so sind nach (1) 2, 0,9, 7, analytische Funktionen von u, und falls nicht o, 
und r, konstant sind, also (Q) selbst eine Bahnschraubenlinie ist, stellen nach (3) 
die Gleichungen 


(9) aA=vV)=n+Pp, T=rlu), 0 = lu) 
die Schraubenlinien sämtlicher Punkte von (Q), also die von der Kurve (Q) erzeugte 
Schraubenfläche dar; es ist daher nach (2), wenn X ein Punkt dieser Fläche: 


6) (K)=—v, (Ab)=—$(v’+rlu)), (X/a)=4+v?+%v Tu) — o(u) 


oder: 





(7) (X/w) = — {4v? + vr — o} (c/w) + 4(v? + r)(b/w) + v(a/w) 


die Darstellung der Fläche in Parametern u, v. 

Die Profilebenen v = const. schneiden die Fläche in den zueinander kon- 
gruenten Profilkurven, als deren Repräsentant etwa die Kurve ( =0): 

(8) (P/w) = e(e/w) + 3 r(b/w) 
dienen kann, und die Fläche entsteht auch durch Verschraubung einer dieser 
Kurven. Daher können in (7) o(u) und r(u) als beliebige, nicht gleichzeitig kon- 


stante analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenzbereich angenommen 
werden, und nach (1) ist: 

(9) = — (X/e)? —2(X/b), 3o = (X/c)? + 3(X/b)(X/c) — 3(X/a). 
Insbesondere besteht bei algebraischen Schraubenflächen zwischen o und r eine alge- 
braische Abhängigkeit. 

Die einfachsten algebraischen Schraubenflächen sind die in Nr. 6 einge- 
führten Schraubenzylinder [C] und Schraubenflächen [Z]. 

8. Die Fundamentalformen der Flächen [S;]. Zu der Parameterdarstellung (7) 
gehört die erste Fundamentalform [die Striche bedeuten die Ableitung nach u]: 











(10) (I) = ds? = — 1 T’?du? — 20’dudv + rdv? 
mit der Diskriminante 
(14) D = — ir? — of. 


Von der weiteren differentialgeometrischen Behandlung seien, wie üblich, die 
Flächen D=0 ausgeschlossen, also die durch die Gleichung 


(12) ” +90 — 9)’ = 
bestimmten Flächen; es sind dies nach (4) die Tangentenflächen der (isotropen) 
Schraubenlinien des Hauptzylinders, also der Kurven oe =0,tr=(. 

Die zweite Fundamentalform ist alsdann: 


(13) (II) = Ldu? +2 Mdudv + Ndv? 
Pr 5 (}(o'7” — o’T)du? +} r’2dudv + o’dvr}. 
Ferner sind 
1 PP 1 4 u’. 1 ’ BN ip® | ’ 
(14) H = 7m t?r(e'r — or) +oT”}, K = gi {80 (oT — oT’) — r’*} 
die mittlere und Gaußsche Krümmung der Fläche [$;]. 


% 
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S 3. Die geradlinigen Schraubenflächen. 


9. Die geschlossenen Regelschraubenflächen. Durch Verschraubung einer Ge- 
raden (a) entsteht eine Regelschraubenfläche; von den Schraubenzylindern [C], die 
durch eine Gerade des Parallelstrahlenbündels o = const., r = const. erzeugt 
werden, sei im folgenden nicht mehr die Rede. Je nachdem nun die Gerade (a) 
in einer der Profilebenen o = const. liegt oder nicht, entstehen die geschlossenen bzw. 
die offenen Regelschraubenflächen. 

Liegt die Gerade (a) in einer der Profilebenen, so trifft sie den Hauptzylinder 
t =0(0 in einem Punkte O, in den das Tetraeder O(a, b, c) der kanonischen Ko- 
ordinaten (vgl. Nr. 6) verlegt sei. Gibt der Vektor a die Richtung der Geraden (a) 
an, so ist alsdann: 


(1) (a/c) =0, (a/b) +0, 
so daß, beı varıablem u, 
(2) (Q/w) = u(a/w) 


der Ortsvektor eines beliebigen Punktes Q von (a) ist. Der Punkt Q hat, nach 
Nr.6 (1), die kanonischen Koordinaten: 


(3) 0,= 0, Va 2u(a/b), er u(a/a), 
und nach Nr. 7 (5) stellen die Gleichungen: 
(4) e=v, r=—2ula/b), e = — u(aja) 


die von der Geraden (a) erzeugte Regelschraubenfläche in Parametern u, v dar; durch 
Elimination folgt die Flächengleichung: 


(9) t(a/a) — 2o(a/b) = 0. 
Ist nun (a/a) =, also (a) zum Vektor b parallel, so ist die Gerade (a) der durch 


O gehende Strahl der Kongruenz {R}, und erzeugt die gerade, geschlossene Regel- 
schraubenfläche [L] (Liesche Minimaldoppelfläche): 


(6) oe = H{X/e)? + (X/B)(X/e) — (Aa) = 0. 
Im Falle (a/a) #0, wenn also (a) der Kongruenz {9} nicht angehört, stellt (5) die 
schiefe, geschlossene Regelschraubenfläche: 
(7) — 3r(a/a) + ola/b) = {$(X/c)” + (X/b)} (a/a) 
+ {3(X/e)? + (X/b)(X/e) — (X/a)} (a/b) = 0 
dar (die keine Minimalfläche ist, wie sich in $ 5 ergeben wird). 

Beide Flächentypen sind von der dritten Ordnung und Klasse und gehören 
zu den Cayleyschen Regelflächen, ihre Erzeugenden treffen die Schraubungsachse. 
Der Ort der singulären Flächenpunkte (d.h. der Punkte mit isotroper Tangential- 

a rl Br _; EI 
ebene) ist nach Nr. 8 (11) die Schraubenlinie r = — il ‚e=—t1l (a 4 
also bei den geraden Regelflächen deren (isotrope) Hauptschraubenliniee =r =(0, 
bei den schiefen eine anisotrope Bahnschraubenlinie.e. Bestimmt man zu den 
oo! Lagen, die (a) noch annehmen kann, diese singulären Örter, so erfüllen sie die 


Fläche: 


a a 
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(8) 40? + ?=(0 ) 
eine Minimalschraubenfläche sechster Ordnung und Klasse (vgl. $ 6). 


10. Die offenen Regelschraubenflächen. Liegt die Gerade (a) in keiner der 
Profilebenen, so gibt es stets einen Schraubenzylinder, der (a) berührt; der Be- 
rührungspunkt Q* heiße der Kehlpunkt der Geraden (a). Der durch Q* gehende 
Strahl der Kongruenz {RR} trifft den Hauptzylinder in einem Punkte O, in den 
das Tetraeder O(a, b, c) der kanonischen Koordinaten verlegt sei. Alsdann hat 
der Punkt Q* die Koordinaten: 


(9) ed, Tr, e=P0, 


und der Vektor a, der die Richtung der Geraden (a) angibt, läßt sich in der Form: 
(a/w) = — (afa)(e/w) — (a/c)(a/w), (a/c) +0 schreiben, so daß, bei variablem u: 
(a/a) 


(10) (O0) = (Q*/w) +1 122 (em) + (a/w)} 


den Ortsvektor der Punkte Q von (a) darstellt; die kanonischen Koordinaten 
von Q sind: 

(a/a) 
(a/e) 
Daher folgt denn nach Nr. 6 (3) für die Punkte X(o, o, r) der durch (a) erzeugten 
Schraubenfläche: 


a une Tu ei — 7, 





11) ,„=u un ="*— u, 9=-1u(l*—T--w), wo —tr=4r*r+3 


und hieraus durch Elimination von u die Gleichung der offenen Regelschrauben- 
fläche, einer Fläche vierter Ordnung [R,]: 
(13) 90° + (T— T*)(r— Tr”? =0. 


Da nach (10) (a/a) = — 2(a/a)(u/c)?, so folgt, daß je nach dem Verschwinden oder 
Nichtverschwinden von T +} r* die Gerade (a) isotrop oder anisotrop ist. Der 
Schraubenzylinder = Tr schneidet [R,] in der Schraubenlinie o =(0, r=[Tr, der 
Doppelkurve der Fläche, die daher auch durch Verschraubung einer Bisekante dieser 
Schraubenlinie erzeugt werden kann. 


Dieses Resultat soll nun direkt abgeleitet werden. Sind P"’ (o,, 0, 7,) und 
P® (o,, 05, 75) zwei Punkte, so stellt (P/w) = »(P”/w) + (1 — x)(P®/w) bei ver- 
änderlichem x die Punkte P der Geraden P" P® dar, und die Koordinaten o, o, r 
von P ergeben sich nach einfacher Rechnung: 

(14) o=x0, + (1 — x)o, T=xrm + (1 — x)r + xl — x)(o, — 03)”, 
= x09, +1 — x)a —#xrll — x)(l —2%)(a, — 0,) — xl — x) (0, — 0) (Tı— 75). 
Hieraus folgt in unserem Falle: Sind (o,, 0, T), (o,, 0, T) zwei Punkte der Schrauben- 
linie (o, 7), so hat jeder Punkt Q@ der Bisekante die Koordinaten: 

(15) = x, + (1 — x), n=T+ xl — x)(o, — 0,), 

%=e —txll — x) — 2x)(c, — 03)?; 


insbesondere der Mittelpunkt Q* die Koordinaten: 
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(16) *=$%(, +09), *=rTr+tio, — 0)”, 0*=P, 
woraus denn: 

(17) Ä %o— ı*= — 1(1 — 2%)?(o, — 05)? 
folgt. Die Bahnschraubenlinien der Punkte Q sind nun durch die Gleichungen 
= 0, 0=a+%, r= Tr, gegeben, aus denen, nach (15) und (17) durch Eli- 
mination von x, die Gleichung der Regelfläche: 

(18) Ae eo” +(T— *r— Tr’ =0 
sich ergibt, die durch eine Koordinatentransformation in die Form (13) über- 
geführt werden kann. Hiermit ist das zuvor ausgesprochene Resultat bestätigt. 
Die Doppelkurve der [R,] wird zur Rückkehrkante, wenn T = r* ist; dann folgt 
aber aus (16) o, = o,, d.h. die Bisekante wird zur Tangente der Schraubenlinie 
(0, T), und [A,] ist alsdann die Tangentenfläche einer Bahnschraubenlinie, deren 
Gleichung (nach (18)): 

(19) Ie— oe’ +(T— Ti = 0 
nun aus (15) nur durch einen Grenzübergang gewonnen werden kann; dieser ist 
aber in den Formeln Nr. 6 (4) bereits geleistet, durch Elimination von g folgt aus 
ihnen genau die oben angegebene Gleichungsform (19), welche also die Torse einer 
anisotropen (T +0) oder isotropen (T=0) Schraubenlinie darstellt. 

Bei den Regelflächen, die nicht Torsen sind, ist die Bahnschraubenlinie 
des Kehlpunktes P*, die Kehlschraubenlinie, zugleich Striktionslinie der Fläche, 
falls deren Erzeugende anisotrop sind (* +47*+0). 


S 4. Schraubenflächen fester Krümmung. 
11. Zur Bestimmung der Flächen fester Gaußscher Krümmung K, dient 
nach Nr. 8 (14) die Differentialgleichung: 
(1) 8o’(e'T’ — oT) — rt —A16K,D'=0, AD= — Tr? — 40". 
Sieht man von den Flächen r = konst. ab, die als Zylinder zu den Flächen ver- 


schwindender Krümmung gehören, so kann man, wenigstens in einem gewissen 
Bereiche, r statt u als Variable einführen, und hat alsdann die Gleichungen: 


—} d 
2?—- —_- 7 — Don. in 2 — 
(2) 4D . 4 (22 , AR+Z(D9=0. 
Für die Flächen vom Krümmungsmaße Null ist daher D? = const. = — 17,0, 
und es folgt: 
(3) Ie — 9” +(T— u)”=0 


als Gleichung der Flächen; es sind dies also, wie zu erwarten war, die Torsen der 
anisotropen Bahnschraubenlinien. 
Im Falle K,+0 folgt aus (2): D*= —4A(K,t+a), a= const., und: 
h (22) - 1 — ar — Kt? 
dr Kırta 


so daß im allgemeinen r eine elliptische Funktion von e sein wird. Es gibt demnach 





(4) 
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transzendente Flächen festen Krümmungsmaßes, die durch elliptische Funktionen 
dargestellt werden können. 

12. Die Schraubenröhrenfläche. Das elliptische Differential (4) wird rational, 
wenn @ +4K,=0, (K,#+0) gewählt ist. Setzt man alsdann: 


er 1 
so folgt als Integral von (4): 
(6) Io — o*? +(rT— rt +4? =0, 0*= const. 


Die Fläche besteht aus zwei Mänteln, den beiden Werten von ı* entsprechend; jeder 
dieser Mäntel ist aber nach Nr. 3 (13) eine offene Regelschraubenfläche [R,] mit isotropen 
Erzeugenden. Daher bilden die beiden Mäntel die Hüllfläche einer Schar von Kugeln 


mit dem festen Radiusquadrat — 41*°, deren Mittelpunkte auf der Hauptschrauben- 
linie (t=0) liegen, und die man als Schraubenröhrenfläche bezeichnen kann ®). 


Dieses Resultat läßt sich leicht direkt bestätigen. Ist X(o,o, r) ein Punkt 
der um den Mittelpunkt M(o*,o*, r=0) beschriebenen Kugel: 
(X — M/X— M) +41" =0= — (X — M/b)? — 2(X— MJa)(X— M/c) +4*, 
so folgt nach Nr. 6 (2) die Kugelgleichung in kanonischen Koordinaten: 

(7) —3(0* — 0)! — 2r(o* — 0)? + 8(g* — 0) — 0) +? — =0, 
die bei veränderlichem o* zugleich die Kugelschar darstellt. Leitet man daher (7) 
nach o* ab: — 4(o* — 0)? — t(o* — co) + 2(0* —o) = (0, und eliminiert aus 
beiden Gleichungen den Parameter o* — o, so erhält man die Gleichung der Hüll- 
fläche in der Form: 9{o — o*)? + (rt r*)(r + }r*)?= 0, die mit (6) über- 
einstimmt. 


S 5. Minimalschraubenflächen. 


13. Zu den Minimalschraubenflächen gehören nach Nr. 8 (14) zunächst die 
Schraubenzylinder 7 = const. sowie die Lieschen Schraubenflächen o = const.”). 
Nach Ausschluß dieser Fälle bleibt als weitere Lösung der Differentialgleichung 
die folgende: 

(1) Io — 9)” + la)? =0, 9, aF+1 const. 

Hierbei ist der Wert a = (0 auszuschließen, der nach Nr. 8 (11) auf die Torsen 
isotroper Schraubenlinien führt (vgl. auch Nr. 10); die Gleichung der Fläche in 
gewöhnlichen Koordinaten lautet, wenn man noch durch eine Koordinatentrans- 
formation go, zum Verschwinden bringt: 


(2) {(X/6)® + 3(X/b)(X/e) — 3X/a)P — (1 — a){(X/e)? + 2(X/6)P = 0. 


Diese Fläche 6. Ordnung soll nun eingehender untersucht werden. 


6) Diese Serretsche Fläche ist von E. Study [L. 4] S. 278 untersucht und als Schrauben- 


fläche bezeichnet worden. 
°) Vgl. [L.5] S. 147. 
Journal tür Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 21 
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S 6. Die Minimalschraubenflächen 6. Ordnung und 6. Klasse. 


14. Die isotropen Kurven der Fläche. Führt man in die Flächengleichung 
Nr. 13 (1), in der 0, = 0 angenommen werden kann, statt a die neue Konstante 


(1) Ari — x) = n ein, so folgt x(1 — x)(1 — 2x) #0, 


und die Gleichung geht über in: 

(2) 361 — x) — (1 —2r ?=0. 
Erklärt man o in der Umgebung einer Stelle z,+0 als eindeutige Funktion von 7, 
so ist nach Nr. 8 (10): 











(3) dr — a rhdoldr+ — — rd} =0 


die Differentialgleichung der isotropen Flächenkurven; es gehen somit durch den 
Punkt XP(v,, +0) die beiden, voneinander verschiedenen Kurven: 





—v,) =0, Tr — Te + (—v,) =0. 


Vril —x) V-1—x) 
Diese Kurven berühren den Hauptzylinder = 0 je in einem Punkte: 


Po in, = — Verl —%) 1 5, =7 -0l, 

















p® To, u Bu Ei —») zum, 02 = 15 = 01, 


die Punkte liegen auf der Schraubenlinie o=r=0(, die als Schnittkurve von 
Hauptzylinder und Fläche selbst isotrope Flächenkurve ist; sie sei die Haupt- 
schraubenlinie (La) der Fläche genannt. 

Dem durch den Vektor xP" + (1 — x) P® bestimmten Punkte kommen 
nach Nr. 10 (14) die Koordinaten v = v,„, 0 = 0, T = 7, zu, d.h. er ist mit X" 
identisch. Sonach ergibt sich folgendes erste Resultat: 

Sind Po=p, oe=r=0) und Q(o=g oe =r=(0) zwei voneinander 
verschiedene (p=+g) Punkte der Hauptschraubenlinie (La), so hat der Punkt X, 


der die Sehne PQ im Verhältnis = = x teilt, die kanonischen Koordinaten (vgl. 


Nr. 10 (14)): 
(9) v=xp+(i1—»)g, T=xl—x)(p—g)°; 
e= —+.1 1 —-2)pP—N°, 
liegt also auf der Fläche (2). Hieraus folgt die neue Flächendarstellung: 
6) (Xu) =a{—tpre+3pb + paw} + 1 — »){—tg°e + 3g?b +ga/w). 


Da nun die Punkte ?, Q voreinander nicht ausgezeichnet sind, so erhält man auch 


4 





einen Flächenpunkt X’, wenn man die Sehne QP im Verhältnis = = x, oder 





die Sehne PQ im Verhältnis = = 1 — x teilt, wie man aus (5) sofort bestätigt. 
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Die Fläche entsteht daher als Ort der Punkte, welche die Sehnen der Haupt- 
schraubenlinie (La), wie man sagen könnte, ‚von beiden Seiten her“, im Ver- 
hältnis x teilen; sie sei daher als Sehnenteilungsfläche [T,] bezeichnet ®). 

Nach (6) gehen durch den Punkt X(t=F0) die beiden isotropen Flächenkurven 
p = const., q = const., also selbst Lyonsche Schraubenlinien, die aber nicht gegen- 
über der die Fläche erzeugenden Gruppe {S;} invariant sind. Diese Gleichung 
stellt daher zugleich eine Translationserzeugung der Fläche dar. Die Kurven p = const., 
q= const. berühren den Hauptzylinde =0 in den Punkten P,Q der durch X 
gehenden Bisekante von (Lu). 

Durch einen Punkt Q von (Z„) geht zunächst die isotrope Flächenkurve 
(Lu) selbst. Nun liegen aber auf jeder Bisekante von (Ly) durch Q zwei Flächen- 
OX 


punkte X, X’, und wegen des festen Wertes der Teilverhältnisse = x, 


Gr — 4 — x sind die Örter dieser Punkte zwei zu (La) in bezug auf Q ähnlıch 
gelegene Kurven, also selbst zwei isotrope Schraubenlinien. Demnach ist (La) 
der Ort der singulären Flächenpunkte (D=0); durch jeden Punkt Q gehen außer 
(Lu) noch zwei isotrope Flächenkurven mit gemeinsamer Tangente in Q. 

Der Ort der Bisekanten von (La) durch den festen Punkt Q ist der Dreh- 
kegel (man verlege für den Augenblick den Vektorenursprung O nach ®): 
(X/X) — 4(X/b)? = 4%(1 — x)pg(p — g)? = 0, der also die Fläche [7,]in den iso- 
tropen Kurven p=(,g= (0, p —g = 0 schneidet, welche sämtlich durch Q gehen. 
Demnach ist das zuvor ausgesprochene Resultat bestätigt; die durch einen Punkt Q 
von (Lu) gehenden isotropen Flächenkurven liegen auf dem Bisekantenkegel mit Q 
als Spitze. 

Die Fläche [T,] ist der Tangentenfläche von (Lu) einbeschrieben, (Lu) also 
Rückkehrkante der Fläche. 

15. Algebraische Untersuchung der Fläche. In homogenen Koordinaten ist 
nach (6): 

(7) u: Ka: Ks: & = (Ale): (X/b): (Xja): 1 

= {p+il—m)g:—4tep +1 — a)’: 3tap? + 1 —)g?}:1 
eine Parameterdarstellung der eigentlichen Punkte der Fläche [7,], aus der, in 
Übereinstimmung mit (2), die Flächengleichung sich ergibt: 


8) Ar [RE +3 IR AM EHI UP = 0. 


Ist &,Lı + Kata + Xstz + Kur, = 0 die Ebenengleichung, so folgen nach einfacher 
Rechnung die Parameterdarstellung: 


(9) Kıikaits: am —6pg:6(p+g):12:{xp?(p —3g) + (1 — x)g?(— 3p)} 
sowie die Gleichung: 
10) 2 {E + IKıkals — Ira — (1 — 2%)’ {5 + 208557 = 0 


®) Zu dem nach (1) ausgeschlossenen Werte x = 3 gehört bekanntlich die Ziesche Minimal- 
doppelfläche, wie auch aus (5) sofort erhellt. 








21? 
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in Ebenenkoordinaten. Die Fläche [T,] ist somit von der sechsten Ordnung und 
Klasse?). Der Schnitt der beiden Flächen X? +3 %,%,%ı —3 %3X3 = 0, X} + 2%,%, =, 
der Lieschen Schraubenfläche [L] und des Hauptzylinders, ist der Ort der singulären 
Punkte von [7,]. Es sind dies die Gerade (f„)(&, = &ı = 0), die Schraubungs- 
achse der Gruppe, sowie die Hauptschraubenlinie (Z#) (in (7) die Kurve p = 9); 
beide Örter haben den Punkt F„, den Fundamentalpunkt der Gruppe, gemeinsam, 
(/,) ıst Tangente von (La) in F„ &, =0 die zugehörige Schmiegebene (die un- 
eigentliche Ebene [e„]). Das Koordinatentetraeder ist also ein Schmiegtetraeder 
der Kurve (Ly»). Die Fläche [7,] hat, wie bereits gesagt, die Schraubenlinie (Z;,) 
zur Rückkehrkurve. Der Punkt F, ist vierfacher, die übrigen Punkte von (f„) sind 
dreifache Flächenpunkte; alle Punkte von (f) sind uniplanar, mit [e„] als Tangential- 
ebene. Die Geraden der Ebene [e,] schneiden (berühren) die Fläche in, sechsfach 
zu zählenden, Punkten von (f,). 

Diese Singularitäten der Fläche prägen ihren ebenen Schnitten besondere 
Eigenschaften auf; es seien nur behandelt die Schnitte mit den Profilebenen (den 
Ebenen durch (f„)), den Tangentialebenen des Hauptzylinders sowie den Schmieg- 
ebenen von (L»), wofür unbeschadet der Allgemeinheit die Ebenen &, = 0, %, =, 
X, = 0 genommen werden können; diese Ebenen sind die Flächen des von 
0(0:0:0:14) ausgehenden Dreikants der Vektoren a,b, c, und zwar ist (a) die 
Tangente von (La), (b) der durch O gehende Strahl der Kongruenz {Rt} (vgl. 
Nr. 6), (c) verbindet O mit F.. 

Die Ebene &%, = 0 schneidet [7,] außer in der dreifach zählenden Geraden 
(fu) in der Kurve dritter Ordnung und Klasse: 

(11) 91 — “)BER, +21 — 2)” =0; 
diese Kurve hat in O eine Spitze mit der Geraden (b) als Spitzentangente, in F, 
einen Wendepunkt mit (/„) als Wendetangente, und ist durch diese Eigenschaften 
im wesentlichen bestimmt. Die Fläche [7,] entsteht durch Verschraubung dieser 
Profilkurve. 

Die Ebene &%, = 0 berührt den Hauptzylinder in O, trifft [e„] in einer Geraden 
(h.), welche den a. K. in G, und F,„ schneidet, und trifft die Fläche in dem Paar 
(zueinander kongruenter) Kurven dritter Ordnung und Klasse: 

(12) B—-ıR=0, M— uf? =0, wo 

A+u=24xll — x), Au=36xrl — x) und 
(1 — u)? = — 144 »2(1 —»)1 —2%)?+0. 
Jede dieser Kurven hat in O einen Wendepunkt mit (a) als Wendetangente, in 
F.„ eine Spitze mit (A.) als Spitzentangente. 

Die Ebene &%, = 0, die Schmiegebene von (Ly) in O, schneidet [e,] in der 
Geraden (g,„), der Tangente des a. K. in G,, welche den Pol H, von (h.) bezüglich 
des a. K. enthält. Die Schnittkurve mit der Fläche besteht aus dem Tripel von- 
einander verschiedener Parabeln: 


°) Die isotropen Flächenkurven haben den Rang vier, der absolute Kegelschnitt (a. K.) hat auf ihren 
Tangentenflächen die Multiplizität eins; daher ist nach $. Lie, Beiträge zur Theorie der Miunimal- 
flächen I, Math. Annalen Bd. 14 (1879) S. 351 die Klasse der Fläche gleich sechs. 
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(13) MHaRKHHE HP HE HF YR Ka = 0), wo 
a+ß+y=6, aß+ßy+Yya=12 (1 —x +), aßy=B8(l — 2x), 
(a — BP (BP — y)(y— a)? = — 28.3221 — “(1 — 2%) 0. 


Diese Parabeln gehören dem Kegelschnittbüschel an, das in O die Gerade (a), 
in H„ die Gerade (g,) berührt. 

16. Zweite Parameterdarstellung der Fläche. Vermöge der Darstellung (6) 
werden: 
(14) E,Ä,=6G, =0, F, =%«ll — »)p—-q”%, D=—F, 
D,L,=3,1—»)(p— N’, M,=0, DN, =—3x(Ü1—x)(p—q)’ 
die Fundamentalgrößen der Fläche für die Parameter p,g. Hieraus ergeben sich 
das Gaußsche Krümmungsmaß: 


(15) K=— > 


lesrirzer) 
sowie die Differentialgleichungen: 


(16) »dp +1 — »)d =0, dp — (1 — »)dg =0 


der Krümmungs- bzw. Asymptotenlinien, deren erste in den ursprünglichen Para- 
metern die Form: 


(16 a) Ard? +dt? =0 
besitzt. Nun hat die Ebene, welche den Hauptzylinder längs einer Erzeugenden 
v=v, tr = 0 berührt, in kanonischen Koordinaten die Gleichung (v — ?)? + r=0; 
fordert man nun, daß sie den Punkt X" (vw =u,r=r,+0) enthalte, so folgt 

(17) ’— u =+(V—-T—V- 1) 
als Gleichung der durch XP an den Hauptzylinder gehenden beiden Tangentialebenen. 
Diese Gleichung ist zugleich das Integral der Differentialgleichung (16 a), und hieraus 
folgt das wichtige Resultat: 

Durch einen nichtsingulären Punkt X® gehen zwei (reguläre) ebene Krümmungs- 
linien, die in den Tangentialebenen des Hauptzylinders liegen und die Kurve (La) 
berühren; durch einen singulären Punkt geht eine ebene reguläre sowie die Kurve (La) 
als singuläre Krümmungslinie. Die Fläche [T,] gehört somit zu den Enneperschen 
Minimalflächen. Die Krümmungslinien sind die in (12) dargestellten Kurven. 

Die Asymptotenlinien der Fläche sind von der dritten Ordnung. Aus (14) und 
(15) leitet man weiterhin den Satz ab: 

Sind [T,], [Tz;] irgend zwei der betrachteten Schraubenflächen, bezogen auf 
ihre Parameter p,g, P,g, so werden durch die Abbildungen (bei konstantem a, b): 


18) p=a(p+b), g=a(g-+b); odr p=— ag-+b), g=—alp+b) 
die Flächen isometrisch aufeinander bezogen, wenn: 
1 — x) 
19 TR... „Bub. 
ae - "a3 


gesetzt wırd, und dies sind die einzigen Isometrien zwischen beiden Flächen; die will- 
kürliche Konstante b entspricht einer Verschraubung einer Fläche in sich, welche 
also die Isometrie nicht aufhebt. Es gibt somit vier wesentlich verschiedene Iso- 
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metrien, da bei gleichzeitiger Vertauschung von p und g, x und 1 — x die Fläche 
[7,] ungeändert bleibt (vgl. Nr. 14 (6)). 

17. Die zweigliedrige projektive Gruppe der Flächen [T,]. Die Flächen [7,] 
bilden einen metrischen Spezialfall einer allgemeineren, von Lie!) aufgestellten 
Flächenklasse, nämlich der Flächen 6. Ordnung und Klasse [T], welche eine zwei- 
gliedrige Gruppe automorpher Kollineationen gestatten. Jede dieser Flächen [7] 
enthält eine irreduzible Rückkehrkurve 3. Ordnung (Ly), die Tangente eines 
Punktes F„ von (La) als dreifache Gerade (f,) sowie eine ausgezeichnete Ebene 
[eu], die Schmiegebene von (Z») in F„ und Tangentialebene der Fläche längs 
ihrer dreifachen Geraden (/„); die Tangentenfläche von (L») schneidet [e„] (außer 
in (/„)) in einem irreduziblen Kegelschnitt (K.). Jede Kollineation, welche die 
Kurve (K.) in den absoluten Kegelschnitt überführt, verwandelt die Fläche [|T] in 
eine Minimalschraubenfläche [T,], und umgekehrt. Daher übertragen sich alle zuvor 
gewonnenen Resultate ohne weiteres auf die Flächen |X%], falls man nur alle metrischen 
Aussagen projektiv faßt; hierauf näher einzugehen ist indes hier nicht der Ort. 
Dagegen sei die zweigliedrige Kollineationsgruppe behandelt, die sich in kanonischen 
Koordinaten besonders einfach darstellt. 

Die automorphe Kollineation einer Fläche [7] muß jedenfalls die Rückkehr- 
kurve (Zu) 3. Ordnung invariant lassen, zugleich aber die Ebene [e,], die Gerade 
(/„) sowie den Punkt F,„; sie führt daher auch den Ort der Schmiegstrahlen von 
(Lu), welche (/„) treffen, in sich über, also eine Cayleysche Regelfläche 3. Ordnung 
[2] (die zu der Lieschen Schraubenfläche kollinear ist). Diese gestatten aber 
nun nach Lie!P) eine dreigliedrige projektive Gruppe {®,}, und in ihr muß die ge- 
suchte zweigliedrige Gruppe {®,} der Flächen [X] enthalten sein. 

Um nun zunächst die Gruppe {®,} aufzustellen, wähle man das Koordinaten- 
tetraeder als Schmiegtetraeder der Kurve (Lz) so, daß die Gleichungen &%, = 0 
die Ebene [&], &, = &, =0 die Gerade (fu), & = %, = X, =0 den Punkt F, 
darstellen; alsdann hat die Fläche [2] die Gleichung: 

(20) 2 +3, Ku 3X =0, 
und für die gesuchten automorphen Kollineationen £>X dieser Fläche findet 
man nach einfacher Rechnung die Gleichungen (mit x #0): 

(21) K:Kp: Ks: = {ak — AK: {RA + RR, + u) 

fau&, — aAR, + arK, — (47° + Au)Ka): Ku 
Sie lassen sich durchsichtiger schreiben bei Benutzung von Koordinaten, die nur 


für die nicht in [e„] gelegenen Punkte erklärt werden sollen: 
Als kanonische Koordinaten o, o, r eines Punktes & sollen bezeichnet werden 


dıe Parameter: 


Ben, Rn gg +?), ER oder: 
(22) K Ku &ı 
1 1 2: 
0 TER) del 


10) Vgl. [L. 2] S. 213, 218. 
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Bei Verwendung dieser Koordinaten gehen die Gleichungen (21) über in: 








(23) e=r, D=xo +), T=Htr— MR —2u 








und stellen die gesuchte dreigliedrige Gruppe {®,} dar, mit der Parameterkomposition: 


(24) x— ur, Im +4, w=eru+u nl, 


Bei den Flächen {T} bleibt nun außerdem die Kurve (La)e=r=(0) 
invariant, und daher wird 4? +24 =0 sein müssen; in der Tat stellen alsdann 
die Gleichungen: 





(25) Bun, G=nc+i, T=ıÄr 











eine zweigliedrige kontinuierliche Gruppe {&,} dar !!). Diese läßt nun, wie aus (25) 
unmittelbar ersichtlich, die durch den Punkt (0,09. 7,) gehende Bahnfläche: 

(26) er — To =0 
invariant, also ım Falle 905 + 73? =0 die Tangentenfläche 4. Ordnung von (Lan). 
im Falle 905 + 73 +0 dagegen die in Rede stehende Fläche [T] 6. Ordnung und 
Klasse; diese Flächen sind somit W-Flächen der Gruppe {®;}. 

Die Gruppe {®,} läßt, wie aus (22), (25) ersichtlich, den Kegelschnitt 
(K.):%&, =0, & +2%,%, = 0 invariant, und daher lassen sich die Transforma- 
tionen der Gruppe als Ähnlichkeiten (mit (K,) als absoluten Kegelschnitt) auf- 
fassen, und die in {®,} enthaltene eingliedrige Untergruppe (x =1) entspricht dann 
der Schraubungsgruppe, welche die Flächen [T,] erzeugt. 


18. Schraubenflächen und Nullsystem der Schraubungsgruppe. Ordnet man durch das mit der 
Gruppe {$,} verbundene Nullsystem dem Punkte X(o, o,r) einer Schraubenfläche [S,]:o = o(r) (von 
den Schraubenzylindern # — const. abgesehen) den Nullpunkt X seiner Tangentialebene zu, so ist der 
Fläche {S;} eine Schraubenfläche [S;] zugeordnet, der Ort der Punkte X, die in Parametern folgender- 
maßen dargestellt wird (der Akzent bezeichne die Ableitung nach r): 

(27) i=v—%, T=-—r—", d=e+ to”. 


Hieraus folgt, daß durch diese Transformation der Fläche [S;] wieder die Fläche [S;] zugeordnet 
wird. Jede Liesche Schraubenfläche o = const. wird somit auf sich selbst bezogen. Dagegen geht eine 
Fläche [Tx] mit der Gleichung Xe — 0? + 1 — a)? =0, «(1—«) +0 (vgl. Nr. 13 (1)) über in eine 
Fläche derselben Art mit der Gleichung X — 0)? + 1— a)? =0, wo a« —] ist; insbesondere sind 
daher die Flächen [Tx] mit dem Parameter « —- —1 oder 2x -1 +2 gegenüber der Transformation 
invariant. 


Es gehen somit Minimalflächen wieder in Minimalflächen über, und zwar so, daß Asymptoten- 
linien wieder Asymptotenlinien entsprechen, während den isotropen Kurven der einen Fläche die 
Krümmungslinien der homologen Fläche zugeordnet sind. 





") Vgl. [L. 5] S. 149 
Karlsruhe, den 16. April 1925. 
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Über die linearen Differentialgleichungen, die in bezug 
auf die lineare gebrochene Transformationsgruppe 
invariant sind. 


Von D. Grawe in Kiew. 





1. Betrachten wir die Differentialgleichung 


d" dd"! 
(1) Zn + Pau ++ Pay=0, 
wo die Koeffizienten P; gegebene Funktionen der vier Punkte z, a,b, c der kom- 
plexen Ebene sind 
Pı: = P:(z,a,b,c). 
Nach der Transformation 





(2) = A=AD-—BC+0 
entsteht die Gleichung 
d"y az 
ir en Au 


Wir nennen die Gleichung (1) invariant in bezug auf die Transformation (2), 


wenn die neuen Koeffizienten ?P}; ebenso durch die neuen Werte 7’, a’, b’, c’: 
„Art2 _Ab +B EN... 22.0. 
Ca +D’ Cb' +D' CC +D 
sich ausdrücken, wie die alten Koeffizienten P; durch z,a,b,c, d.h. 
P; = Pı(?', «,b’, ce‘). 


Wir werden auch sagen, daß die Gleichung zur Gruppe G gehört, falls sie invariant 
in bezug auf G ist. 

2. Wir stellen uns die Aufgabe, alle Gleichungen (1) zu finden, welche zu 
der allgemeinen Gruppe (2) gehören, d.h. wenn alle Koeffizienten A, B,C, D will- 
kürliche reelle oder komplexe Zahlen sind. 

Zunächst führen wir einige Bezeichnungen und Grundformeln ein: 


dz _(Cz’ + D)% RN C(Cz’ +D) -_ 


b 











w. 











- A ' A 














E; 
= 
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Wir haben 








und allgemein 





wobei N6 =1. Eine abermalige Differentiation der letzten Formel gibt für N}” 
die rekurrenten Beziehungen 


N” =(2k—I+1)NDı +N®, N” =(k+1)NE.. 
Die wiederholten Summationen geben den allgemeinen Ausdruck 
nü+n _kik—1P(k— 23°» 2 Imhud os. 
1-23. ..l 


wo die mittleren Faktoren den Exponenten 2 und die extremen den Exponenten 1 
haben. Bemerken wir nebenbei noch 


NP, =1:.2:3:...k 


NER" NG = “u u ie Nm (n>k>1>m), 





wo [1.1 die Binomialkoeffizienten der Entwicklung (1 + x)” sind. 


3. Bemerken wir noch folgende Formeln: 
































»__D, »_C, Mm__D, M_L, 
Te ee Da SOGEe 7 u ae 
0 D C!+D, cl R Cz!’ +D 
Feier Se u ar Ar 
oh) 0 Od Od 
a ı Se "Aue y Tui 
on  D 2AD-CB ow © 
ac "Ir T7C =’ 131732 
ow oWw Om 9m 2 
- - „' 2 
(4) I nt ee +D) _ (Cz a 4 su A 
z Az!’ +B A A Az -+B Az’+B 
1 _ (Cz’ + D)(Ca’ +D)_ C(C!+D) oo 
0) u Alz’ — a) A EL 
b—a b’ — da’ 
6 = ——— 
(6) (2 —a)(2—b) (2’ — a’)(z2’ — b’) 
4. Nach (3) bekommen wir für k =1,2,3,...,n —1 
k 
(7) vepi = $’ NET” Prwi-, 
_ k—1 I 
wo P, =1. 


Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 8. 
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Wenn wir beachten, daß : 

rs _mfA!+B Ad+B AbU+B Ac+B 4 

Pı = Pı(z, a,d,c) =P z' +D’ Ca’ +D'’ Ch’ +D’ Ce +) © 

ist, so müssen wir (7) als eine Identität in bezug auf die Veränderlichen 7’, a’, 5’, ce’ ’ 
A,B,C,D betrachten. Für k =n haben wir i 
(8) vnPpı = Pr. 4 

5. Unsere Methode zur Lösung der Aufgabe besteht darin, daß wir die & 
Identitäten (7), (8) nach A,B,C,D differenzieren und dann aus Kombination “ 
der Resultate partielle Differentialgleichungen für die Funktionen P; erhalten. A 
Diese Differentialgleichungen geben die allgemeinsten Ausdrücke, die die Identi- 4 
täten (7), (8) befriedigen können. Im allgemeinen Falle, da diese Differential- 
gleichungen nur notwendige, aber nicht hinreichende Bedingungen sind, braucht 8 


man noch eine Ergänzungsuntersuchung, um die erhaltenen Formeln an die Identi- 
täten (7), (8) anzupassen. 

6. Wir wollen zunächst die einfachere Identität (8) untersuchen. Die Diffe- 
rentiation nach A und B gibt 


BOSRPE I Re) 
































OP, z ob op 1 ob 
a n—ı D’ > = n—1 
(9) 02 CC!’ +D- MORE Pu 54 A’ 023 Cz’ +D Tr oB' 
Hier schreiben wir zur Abkürzung | 
op, _ 7 _9M 27 ‚0 @ ,2M bV_ OB ec 
02 Cz +-D 09zCz’+D' daCa+D" 9bCh’+D  dclCd +D 
Multiplizieren wir (9) mit A und B und addieren: | 
OP, ji 
(10) 3, 2=—nP. $ 
Die Funktion P„ muß homogen vom Grade —n sein: 5 
(11) P„ = = 2,„(u,v, w), 
wo 2, eine willkürliche Funktion der drei Argumenten © 
2 2 2 & 
u = = “. v_ 2 ıst ; 
er wir (8) nach C und D: ; 
z’ Ob op 1 ER: i 
wc sn n—ı D’ BE ” — nhr-1 un # 
32 A 2? C7 TB TER "9c’ 02 207 DD Pı5p' f 
Multiplikation mit A und B und Addition gibt 
OP, 
(12) 3 5; 22 = —-2nzP,. 


e: 
2 
Be 
Fr 
N 
2a 
4 
„us 
u 
N 
ER 
: 
FEB. 
a: 
RR 
Rn 
Ri 
as) 
Sa 
FAR 
Bu 
? 
y 
[- 
vi 
A 
WA: 
Bx 
2 
hr 
v 
[x 
% 
6 
Er 
“ 


Substituiert man (11) in die partielle Differentialgleichung (12), so entsteht die 
Gleichung 


g: en n 
w1)+ + Gew) = —n 
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Ihr allgemeines Integral ist 





1 
„= np /ihlaP), 


wo /II„ eine willkürliche Funktion der zwei Argumente 








3 ER, 21.EWR Kuh. DUB. d u ER 8 
5 v1 z—b a’ ul z—c a 
a “. 1" 
4 (14) P,= | II„(a, ß). 


7. Man muß jetzt den Ausdruck (14) in die Identität (8) substituieren: 
. gr A n z’ x a’ h’ 2’ nn a’ ce 
NArSETEDRER 














aber 
a Ad’ -+B 





«Acc -+B 
'—c Ad@+B 


- 
= 
= 

- 














' . B iz ’ 
Bezeichnen wır Zur und lassen wir die Striche der Buchstaben weg, so er- 


halten wir die Identität 


es ]n&=s3te, et -[engzst. 228.9), 














Differenzieren wir diese Identität nach o und setzen nachher o = (), so erhalten wir 
Oll„(a—b)z Ol,(a—c)z u m 
da 2 —b)a oß un - Balken P 








oder 

ol, Ol, > 

3. (-1)+57 $—1)=nI. 
Die Integration gibt 


(15) I, =(a—1)"#,(y), 





ist. 7, enthält die Veränderlichen z, a, d, c nur in der Verbindung y, sonst aber 
nicht. 
Die Größe y als Doppelverhältnis von vier Punkten ist invariant, d.h. 








Aus (14) und (15) erhalten wir endgültig 
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b—a 
2 —a)(2—b 





(16) Pr =|. rn. 


Die Formel (6) zeigt, daß der Ausdruck (16) wirklich der Identität (8) genügt 
und die damit erhaltene Funktion P, zur gesuchten Lösung der Aufgabe gehört. 

7. Viel schwieriger ist die Untersuchung der Identitäten (7) für die anderen 
Koeffizienten ?P;. Wir wollen in analoger Weise verfahren. Schreiben wir die 
Identität (7) folgendermaßen: 





k—-1 
(17) Pı = be P, — I NET? Pıwe-t, 
Differenzieren wir nach A: 
OP: zZ Z ee (n—I) 
:_„_ Ziyan, - FM PR—-n +] 
2 92 07 rB A P 2 Pr 


wo. op zZ’ 
FOR: 3 n—1) nk e ! 
_ NW 02 Cz’ +D 


Durch Differenzieren nach B und Kombination erhalten wir 











Di 
) > ii "2=— [ko p; — I (k— NET Pı w*| 
I=0 
k—1 
— Mn e- 1; 
i=0 2 


Es ist möglich nachzuweisen, daß für alle Werte von / 
OP, 
02 


ist. Zu diesem Ende genügt es vorauszusetzen, daß die Gleichung (19) für alle / 
kleiner als k richtig sei, dann gibt die Gleichung (18) 
OP; ’ (n—) 
2=—k|#Pi— N NE? pw] =— kp. 


02 =0 
Die Richtigkeit von (19) für den Fall k =1 erhellt unmittelbar aus (18). Auf 
diese Weise ist die Gleichung (19) für alle Werte ! =1,2,3,...,n — 1 bewiesen. 


8. Wir wollen jetzt die Gleichungen für P; herstellen, die der Gleichung (12) 
analog sind. Diflerenzieren wir die Identität (17) nach C und D: 


(19) 23 = —IPı 





k—ı 














OP, £ zZ ” zıDp od m (n—) ns; ow 
— EP sage Bi (k — I) N: P,w 1 °C 
k—1 
“ oP 2 
(n—I) I 
a vr #3 02 C!’+D 


OP, EBENE 
- I Giga 





Multiplizieren wir diese Gleichungen mit A und B und addieren: 
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k—1 
(20) — es 2? =2kzu? P, — (k — I) NET Pwe--1(1 +2 zw) 
5 I=0 
4 
% op 
& (n— Pa ne ı 
N + 5 ar un 5; , 
ä Der Fall k =1 gibt 
4 > 
5 — > e 2: = 2zu Pi — Ni’ + 2zw) 
{ = 22(wPı — N w) — N" =2zP, — N!" 
oder 
) 
= 22 = Ni” — 2zP.. 
Der Fall k =2 gibt nach allen Rechnungen 
k; OP, 2 (n—1) 2 
3 pi = P,N, — AzP,. 
2 - 
Daraus kann man eine Hypothese für den allgemeinen Fall machen 
(21) oa "22 = Ni tVPp, , —21zPı. 





Und wirklich führt nach (20) diese Hypothese, falls sie für 2=1,2,...,k—1 
richtig ist, zur Richtigkeit der Formel (21) für 2=k. Wir haben nämlich 











k—1 
ae = E— SD (k— NET Piwe=m1 (1 + 2210) 
I=0 
k—1 
+ 3 NED wine p._, — 21zPı) 
. I=0 
k—1 
—2kzP, +2kz I’ NET® Pıwe-! — 22 V’(k — I) NET P,we-ı 
3 3% 
k—1 n 
— 22 I’ INT? P,we-ı 
a Pa 
-2 (k — 1) Nez P,we—-ı +2 NEIN TORI. mi—i, 


aber 
NN = (kl +1) N. 
Wir erhalten die Gleichung (21) für ! =k. 


9. Wir haben also ein System partieller Differentialgleichungen 
a2) SGEz=—B, Ser -nt Hp, —2kzp, 
ö "ER cc. RRBIER TER TV 








Die Integration der linken Gleichungen gibt 
1 
P: = Sr (u, v, W), 2, mi. 
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Die rechten Gleichungen können in folgender Gestalt geschrieben werden: 
2: 






































Er 98 _ yin—k+1) 
(28) Err (u—1)+ Ey w—1)+ s- (w—Al)=N); 2 —kR 
du dv dw d2; 
ERNE Gage PERE ee. 7 ET We 
Nun bekommen wir solche Gleichungen: 
AR; k (n—k+1) 2ı-ı 
4 le ei —— — 
en) du en 9. — Ni u—1 ’ 
zur rekurrenten Auswertung der Funktionen 2.. 
Wir haben im Falle k =1 
d2, 2, oa 1 _ 
du u u u—1 Bm: 
Die Integration gibt 
1 (n) 
2, = a—4 17, + N; (u — 1)| 
wo /T, eine willkürliche Funktion der zwei Argumenten a,ß (s. $5) ıst. 
Im Falle k = 2: 
1 (n—1) (n) 
2, = (a — I [/7, +11,Ny "(u —1) + N2' (u — 1)2]. 
Man kann die allgemeine Hypothese machen 
N 
(25) 2 2 (u — 1y3 I,. 


Die Integration der Gleichung (24) gibt bei der Hypothese, daß die Formel (25) 
für k —1 richtig ıst, 








u 1 [ (n—k+1) 5 (n—I) 1-1 | 
sh, = (u — Tje Fr N / Pan ui II,du 
1 i u j" k—1—1 arn—ı) | 
= —a| 57 (k — I) (u — Ay NP Idu 
_ NEM 
KEWw—i!' 


w. z. b. w. 
10. Wir müssen jetzt die Ergänzungsuntersuchung unternehmen, damit 
die erhaltene Formel 





Ne» N” u 


I | 
ae I—m Du _ n 
win (u—i" ee 














al 
e D m al... 


u 4 w* m—(l—ın) 
M [2 Eu au 1)]” 4 zi- 72 
m=( 


= m 


ferner 


Nach (4) bekommen wir 


(n—r 
N% zum 
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mM—=( 





v* pP, = b* 


und endlich 





m=() (z’ + 0)" ( _ 





Die Differentiation dieser Identität nach o und die Substitution o = O gibt, indem 


man die Striche der Buchstaben wegläßt, 





k 
a 0: Pre 2 m 


»[ a Pi, om[Oln 
+ 3 [ms fan 


MZ () 


(1 — a) 


Im N 


PAFTE 








Man muß jetzt die letzte Identität allgemein befriedigen. 


Wir haben für k =1 





EA zn BU ia 

(27) 5, (e-UD+ ET; Fi) 

fürk =2 
ol ol, P 

283) ze —1)+ ET (—1) =2M,— N. "IM, 

Wir machen die allgemeine Hypothese 
Oll, oll, 
(29) Ga 2437 


=lM, — 


(n) 
gg 


(n—m) 
k-m 


-1)]* 


B-ysal—- MP’, 


dm) 
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2) 


welche wirklich richtig ist, weil sie die Gleichung (26) in die Identität 


k 
zm — ka a un (n— m) 
un b. a - | Nm Ha 
2 — 


:» 
+ P - B = NE Tu I,.| 








verwandelt. 


11. Wir müssen jetzt die Gleichungen (27), (28), (29) der Reihe nach inte- 


grieren. 
Die Gleichung (27) gibt 


MT, =N” +(a —1)# 


(9): 











172 Grawe, Über lineare Differentialgleichungen. 


wo #, eine willkürliche Funktion ist. Substituieren wir diesen Ausdruck in (28) 
“und integrieren: 


N,=Ny + N %a—1)#(y) + (a — 1)? F,(y). 


Nun machen wir die allgemeine Hypothese 
(30) - SM "(y), = 


und bemerken, daß diese Hypothese wirklich die richtige ist, weil sie die Gleichung 
(29) befriedigt. In der Tat, substituieren wir (30) in (29), so bekommen wir 
(y konstant) die Identität 


mM 


D Na ra 1 W, 


r=() 
m n—1 
= u Nu mia 1 W,— Ni "9 >’ Nun ı(a—1) W,. 
r—( 
Ks ıst jetzt möglich, den allgemeinen Ausdruck für P; zu erhalten: 


k (n—l I 
1 Ne 




















dr Pe Ne — 1) #,(y) 
- i > Pr(y)(a—1) > Se 
u - er — P; P(y)(a—1)' N 2 63 (u — 1) 
Gele eneer 


und die Aufgabe ist vollständig gelöst. 
12. Unsere Methode bestand darin, daß wir die Identitäten 


2 
W(e) =W(0) +oW’(0) + 13 Ww"0) +: =0 


befriedigt haben, indem wir zwei erste Entwicklungskoeffizienten W(0), W’(0) 
gleich Null machten. Dann waren alle anderen Koeffizienten auch Null, darum 
brauchte man nur zu probieren, ob wirklich die erhaltenen Formeln die initialen 
Identitäten befriedigen. Am Schluß des $ 5 haben wir diese Probe für P„ gemacht. 
Wir müssen jetzt dasselbe für die anderen P; durchführen. 

Wir müssen auf der rechten Seite von (7) haben 


I 
2° N af 2 "nG= = » sl 

















| yuk—r—(Ui—r) 
(2 — a) 
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: B—a ET 1 kr 
en N Sr Tr w) 


1 
auge b* (z’ En ex P,(y) 
. r—() 


w. zZ. b. w. 


13. Wir haben die Aufgabe für die volle kontinuierliche lineare Gruppe (2) 
gelöst. Es liegt nahe, speziellere Untergruppen zu untersuchen. Augenblicklich 
kann ich nur die Lösung der Aufgabe für die Untergruppe B =0, die den Null- 
punkt invariant läßt, geben. Die Lösung dieser letzten Aufgabe geben schon die 
Formeln 














- =) NP = pP; , 


k (n—I) l 
6 PA ee k=1,23..,n—1) 


k 7 __ gl 
v4 I (2 a) 


P2=| u "7,0, B). 


(2 — u) 








In diesem Falle läßt die Transformation 
Az 
ar 
die Argumente a, ß invariant. 
Man muß jetzt sich überzeugen, daß die letzten Formeln wirklich die Identi- 


täten (7) befriedigen. In der Tat, gibt die rechte Seite von (7) 














I 1 OO 
Sep pn. 
I=) ze M=() (u ae 1 2 
k k —!) ar(n— 
._ II ix NYT ) NE yuk— u 
22 in _ m — u 
2 (u 1)] — > 


M=( 





k (n—m) 
an Hm Nam 2 e e= 9 _——__ Ypk—m—(l—m) 
, [z(u — 1)]*, I — m} zi=m 


u = 


k (n—m) a 
u; er Er ne ‚ r v) 


Aber wenn B =( ist, so 














A=AD 

1 b 1 a’ 
31 Br v=—., —— zu 0 / ’ rs 
vn. _* 2 z2(u—1) z(2 —a) 


und wir bekommen 


1 IT, NRZ m) | 7 
#— mu muB, 
z’k E; (2 — a) j 


M=() 





w. z. b. w. 
Nach (31) sieht man sofort, daß P„ die Identität (8) befriedigt. 
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14. Satz I. Die allgemeinste Form der Gleichung 


d"y U" y 
(1) EIERN, 
welche zur Gruppe 
IE... in di 
" Cz’+D 


gehört, ıst folgende 





1 - b E n—r 
= N Er) ) MI (k=1,2...n—1) 








NW _ n!(n —1)! 
+ klin —k)!n—k—1)! 


und die P#, willkürliche Funktionen von 





z— bc —a 
y-: 


— cb-—-.a 
sind, welche die unabhängigen Veränderlichen z, a,b, c nur in der Verbindung y ent- 
halten. 


Satz II. Die Gleichungen (1), welche zur Gruppe B = gehören, die den 
Nullpunkt invariant läßt, haben folgende Form 





karl) 2 
P: .” 4 We. (k=1,2,..,n—1) 








ZE (2 — a)' 
a n 
P, = Fr | II, (a, ß) 
wo II, =1 und die II, willkürliche Funktionen von 
BR Son. A BR Tanne A 
er z—ca 


sind. 


45. Machen wir Anwendung auf den Fall der Gleichung zweiter Ordnung 
(n = 2): 














z 2 b—a (222). 


z—a (2—a)( —b) 


Nehmen wir drei Koeffizienten 2, M,N, die der Bedingung 
e+M+H+N=2 
genügen, und geben der Funktion #, die Form 


Fr) =-M +Ny, 
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so bekommen wir 
n ß M a 
P, = —— + — 
z—a < —d z—t 





Machen wir für den Koeffizient ?, ın der Formel 


P,= be _ IE 
(2— a)(2—b) ci; 
die Annahme 
P,y) =Ly-+M(l—-y)—Ny(i —y), 
so bekommen wir 


P, = 








j em _ c) h M(b—.a)(b -- e) . Ne — a) (c 


zn | u 


(2 —a)(2—b)(2— ec) 


Wir erhalten die Riemann-Paperizsche Gleichung. 


Kiew, 16. März 1926. 
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Kurvenklassen /(#, 9)=0 mit vorgegebenen Eigenschaften. 
Von Hans Böhmel in Genthin. 





Einleitung. 


Jede Raumkurve kann als bestimmt gedacht werden bis auf ihre Lage im 
Raum, wenn Krümmung x und Torsion r als Funktionen der Bogenlänge gegeben 
sind. Es besteht also auch für jede Raumkurve eine Beziehung f(x, r) =, 
die durch Elimination der Bogenlänge gefunden werden kann (vorausgesetzt, daß 
diese ausführbar ist). Im allgemeinen werden alle einer solchen Kurvenklasse 
f(x, r) = 0 angehörenden Raumkurven durch irgendeine gemeinsame Eigenschaft 
(oder auch mehrere) verbunden sein; und diese gemeinsame Eigenschaft ist 
es zumeist, die umgekehrt zur Aufstellung gerade dieser Kurvenklasse als Be- 
dingungsgleichung geführt hat. 

Allgemein wird eine vorgegebene Eigenschaft einer Klasse von Raumkurven 
sıch nicht gerade durch eine Beziehung f(x, r) =0 ausdrücken lassen, sondern 
es werden noch Bogenelement und Ableitungen der Krümmungen nach dem Bogen- 
element auftreten. 

Was die geschlossene Betrachtung der Kurvenklassen in der Form f(x, r) = 0 
rechtfertigt, ist weniger die formale Übereinstimmung, vielmehr eine gemeinsame, 
von der Gleichung f(x, r) =0 abhängende Eigenschaft; das ist das Verhalten 
der Hauptnormalenfläche, das weiterhin genauer aufgezeigt werden soll. 

Dieses Verhalten der Hauptnormalenfläche wird noch dadurch besonders 
anschaulich, daß die charakteristischen Eigenschaften aus einer die Regelfläche 
der Hauptnormalen repräsentierenden ebenen „Bildkurve‘ hervorgehen, die sich, 
wie auch immer die Beziehung f(x, r) =0 lauten mag, herstellen läßt. 

Diese Darstellung gestattet es nun umgekehrt, zu vorgegebenen Eigenschaften 
allgemeinere Beziehungen f(x, 7) = 0 aufzustellen, die algebraisch vom beliebigen 
Grade oder auch transzendent sind, während bisher algebraische Beziehungen 
über den zweiten Grad hinaus selten bekannt geworden sind (vgl. Klaucke: Über 
Raumkurven, zwischen deren beiden Krümmungen eine Beziehung besteht. Diss. 
Halle 1916). Damit sind solche Beziehungen in starkem Maße der bisherigen Iso- 
lierung und auch der Zufälligkeit enthoben. Außerdem bietet diese Methode ein 
heuristisches Mittel, um zu einer beliebig vorgegebenen Klasse f(x, r) = 0 gemein- 
same, verbindende Eigenschaften aufzusuchen. 





Dis 
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Hierzu soll ein von Mannheim angegebenes Verfahren ausgestaltet werden. 
In einer größeren Abhandlung: M&moire sur les pinceaux de droites et les normalies, 
contenant une novelle exposition de la th&orie de la courbure des surfaces !) stellt 
Mannheim die Theorie der Strahlensysteme geometrisch dar, indem er von sog. 
Elementarflächen, die aus einem Strahl und einem jeden der unendlich benach- 
barten Strahlen bestehen, ausgeht. Speziell betrachtet er dann die von den Nor- 
malen einer Fläche längs einer Leitkurve gebildete Regelfläche(normalie), und 
unter diesen wieder besonders die Hauptnormalenflächen von Raumkurven. In 
einigen Noten in den Comptes rendus ?) wendet er die gewonnenen Beziehungen 
auf die Bertrandschen Kurven und die Kurven der Klasse A(x+T?) =x an 
(wo x und r wie gewöhnlich die beiden Krümmungen einer Raumkurve bezeichnen 
sollen). Der Anwendungsbereich der Mannheimschen Methode ist auf allgemeine 
quadratische Beziehungen zwischen den beiden Krümmungen erweitert worden ?°). 
Hier soll nun die Anwendung der Mannheimschen Methode auf eine noch weitere 
Basis gestellt werden. Doch zuvor soll kurz die Hilfsgerade (droite auxilıaire) 
Mannheims eingeführt werden. 

Auf der Erzeugenden G einer Regelfläche wird ein beliebiger Punkt o als 
Ausgangspunkt gewählt, die Tangentialebene in diesem Punkte an die Regelfläche 
als Ausgangsebene. Da jedem Punkt der Erzeugenden eindeutig eine Tangential- 
ebene zugeordnet ist (und umgekehrt), so kann jede Tangentialebene durch den 
Winkel, den sie mit der Ausgangsebene bildet, als bestimmt gedacht werden. Da 
dem Ausgangspunkt o der Winkel Null entspricht, so läßt sich diese Beziehung 
ausdrücken durch: 


Ad) yteY+AytutsY=0, 
wo % die Entfernung des Berührungs- 


punktes von o, Y der Winkel der beiden @ 
Tangentialebenen, A und u Konstante „| 


r AR G 
sind. Für er” x geht die Gleichung c+ 
über in: 
2) y+Artu=0, Ya 
d. h. in die Gleichung einer Geraden, 57 |\® 








wenn man die Erzeugende G als die Y- 
Achse, den Punkt o als Koordinaten- 
anfang eines rechtwinkligen Systems 
wählt. Diese Gerade A ist die Mann- 
heimsche Hilfsgerade. Ist oa die Ordinate eines Punktes a’ auf A, so ist 
oa=aa'tg(z,o,a’), d.h. der Winkel (xoa’) ist der Winkel Y. Die Tangential- 
ebene in n steht senkrecht zu der in o und die Tangentialebene in c senkrecht 








Figur 1. 


!) Liouville, Journal de Mathematique, 2° serie, t. XVII (1872), p. 109 #. 

?) Comptes Rendus hebdomaires, t. 85 (1877); t. 86 (1878). 

®) Böhmel, Untersuchungen zu den Kurven der Klassen A? + 07??=-x und Ar +(0??=1 
Diss. Jena 1920 (nicht im Druck erschienen). 
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zu der des unendlich fernen Punktes von G, wenn oc die Ordinate des Lotfuß- 
punktes ce’ von o auf A ist. Der Punkt c ist der Zentralpunkt; cc’ der Ver- 
teilungsparameter. Wählt man einen Punkt o’ als neuen Ausgangspunkt auf G, 
so werden c und c’ entsprechend ihrer Bedeutung fest bleiben, die entsprechende 
Hilfsgerade A’ wird also die Senkrechte auf o’c’ im Punkte c’ sein. 

Beschreibt o auf der Regelfläche (G) eine Kurve (o), so erhält man, wenn 
stets die Y-Achse mit der entsprechenden Erzeugenden zusammenfällt, wenn 
also das Koordinatensystem festgehalten wird, eine Schar von Hilfsgeraden, die 
- eine Kurve — die courbe representative — umhüllen. Der Punkt c beschreibt 
dabei die Striktionslinie. 

Ist die Kurve (o) orthogonale Trajektorie der Erzeugenden, so geben die 
Achsenabschnitte op und on den geodätischen Torsionsradius und den geodätischen 
Krümmungsradius. 


Ist (o) Asymptotenlinie von (G), dann wird (G) zur Hauptnormalenfläche 
von (0); on wird zum Krümmungsradius und op zum Torsionsradius von (o). Der 
Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Hilfsgeraden stellt dann einen Punkt 
auf (G) dar, für den die Hauptkrümmungsradien der Fläche entgegengesetzt 
gleich werden !). 


S 1. Kurvenklasse und Hilfskurve. 


Die Bildkurve ist gegeben als Umhüllungsgebilde von Geraden mit den Achsen- 
abschnitten r, und o,, dem geodätischen Torsionsradius und dem geodätischen 
Krümmungsradius der Kurve (o), die Orthogonaltrajektorie der Regelfläche (G) 
ist, bzw. mit den Achsenabschnitten r und o, dem Torsionsradius und dem Krüm- 


mungsradius der Kurve (o), die Asymptotenlinie der Fläche (G) ist. Die Hilfs- 
1 1 


geraden haben also die Linienkoordinaten u = — a > ee “ 
I 9 
1 1 ) 
bzw. u= — rd = -Z —= — x. Besteht also zwischen den beiden 


geodätischen Krümmungen der Orthogonaltrajektorie einer Regelfläche eine Be- 
ziehung n-ter Ordnung, so wird die Bildkurve eine Kurve n-ter Klasse sein. 

Und besteht zwischen den beiden Krümmungen einer Raumkurve eine Be- 
ziehung n-ter Ordnung, so wird die Bildkurve ihrer Hauptnormalenfläche eine 
Kurve n-ter Klasse sein. a 

Ebenso wird man für transzendente Beziehungen zwischen den beiden (bzw. 
geodätischen) Krümmungen eine transzendente Beziehung zwischen den Linien- 
koordinaten der Bildkurve bekommen. 

Speziell wird eine Beziehung 2. Ordnung zwischen den beiden (bzw. geo- 
dätischen) Krümmungen einen Kegelschnitt als Bildkurve haben ?). 


1) Mannheim, Nouveau mode de representation plane de classes de surfaces reglees. Comptes 
rendus, t. 85 (1877), p. 790. 
?) Vgl. Diss. Böhmel, wo der Beweis anders geführt ist. 
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Die Cesaroschen Kurven, die auch dadurch definiert sind, daß eine mit ihrem 
Dreikant festverbundene Gerade eine abwickelbare Fläche beschreibt, und die 
durch die Beziehung: 

Ax®+Bxıtr+CT?=Px+0Qr 


dargestellt werden, haben als Bildkurve ihrer Hauptnormalenfläche stets eine 
Parabel !). Spezielle Lagen der Parabel, die speziellen Klassen von Cesaroschen 
Kurven entsprechen, gestatten dann leicht, Beziehungen zwischen Kurvenpunkt, 
Krümmungsmittelpunkt, Striktionslinie der Hauptnormalenfläche und den Punkten 
aufzustellen, für die die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrüm- 
mungsradien hat. Doch soll später der umgekehrte und allgemeinere Weg ein- 
geschlagen werden, nach vorgegebenen Eigenschaften 








die zugehörigen Kurvenklassen zu bestimmen. Vor- a 
her sollen einige allgemeine Zusammenhänge zwischen N A . Ä 
den Orthogonaltrajektorien einer Regelfläche hergeleitet \ 
werden. C——Ie 
Es sei A eine Hilfsgerade, bezogen auf einen Punkt | a7 Dx 
o einer Erzeugenden G einer Regelfläche (G). Soll die m \ 
dem Ausgangspunkt o’ entsprechende Hilfsgerade A’ 9 u ‚x 
ermittelt werden, so ist, wie gesagt, die Senkrechte zu \ 
o’c’ in c’ zu ziehen, wenn c der Zentralpunkt von G Figur 2. 


und cc’ der Verteilungsparameter ist. Es ist dann die 
neue Hilfsgerade A’ auf das Koordinatensystem x’y’(0’) zu beziehen. Rechnerisch 
gestaltet sich dies folgendermaßen. Es sei die Gleichung von A: 


A: uce+vy+1=0 
oc: ve — uy =0 
u v 


E u hm = — f) — 
j ro’ % u? + v2? 





1 
oc: y=— [m(u? +v?) +v]x + m 
u 


A’: y[m(W +vV?) Hr) +ue+1+mv =0, 
ode da y=y +m; ze =, 
A’: yY[m(wW + v) HJ) + au + [m?(u +v?) +2mv +1] =0. 
Die Gerade A’ hat also die Linienkoordinaten: 
3 u ER m (u? +v) + v 
m? (u? + v2) +2mv +1’ m?(W + v) +2mv +1 





(1) 


Umgekehrt drücken sich die Größen u, v durch U,V folgendermaßen aus: 
U VRR 
(1 — mV)? + m2U:’ i 


(dt — mV)? + m20®% 





(2) gi 


Ist nun m für die gesamte Bildkurve konstant gewählt und ist außerdem 
die Ausgangskurve (o) Orthogonaltrajektorie der Regelfläche, so wird auch die 


!) Siehe S. 178, Anm. 2. 
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in konstantem Abstand m von ihr entfernt liegende Kurve (0’) es sein. In diesem 
Falle bedeuten aber die Größen U und V die negativ genommenen geodätischen 
Krümmungen (Torsion und Krümmung) der Kurve (0’) auf der Regelfläche. Auf 
Grund der Formeln (2) wird aber jede Beziehung n-ter Ordnung zwischen u und v 
ın eine solche 2n-ter Ordnung in U und V übergehen. Das heißt also: 

Besteht zwischen den geodätischen Krümmungen der Orthogonaltrajektorien 
der Erzeugenden einer Regelfläche eine Beziehung n-ter Ordnung, so besteht 
zwischen den geodätischen Krümmungen sämtlicher Orthogonaltrajektorien dieser 
Regelfläche eine Beziehung von (höchstens) 2n-ter Ordnung. 

Und besteht zwischen den Krümmungen einer Raumkurve eine Beziehung 
n-ter Ordnung, so besteht zwischen den geodätischen Krümmungen der Ortho- 
gonaltrajektorien ihrer Hauptnormalenfläche eine Beziehung von (höchstens) 
2n-ter Ordnung. 

Diese Sätze lassen sich auch leicht analytisch nachweisen. 

Es mögen anschließend an die Formeln (1) und (2) einige spezielle, Neues 
bringende Fälle behandelt werden. 


Soll U = konst. = sein, so gilt für die Ausgangskurve: 
m:(u? +v?) +2mv +1 = —Cu,d.h.: 


Besteht zwischen den geodätischen Krümmungen einer Orthogonaltrajektorie 
einer Regelfläche die Beziehung: 


1 1 2m C 
m“ >+5)+1 nu + Er 
Tg 0g 0g Ng 


so liegt auf der Regelfläche im konstanten Abstand m eine Orthogonaltrajektorie 


mit konstanter geodätischer Torsion 5 


Und besteht zwischen den Krümmungen einer Raumkurve eine Beziehung: 


so liegt auf ihrer Hauptnormalenfläche im konstanten Abstand m eine Kurve 


h 1 
konstanter geodätischer Torsion TC 


Wird V = konst. = gewählt, so wird: 


we; 
m? (u +v) +2mv +1 = —C[m(u+v) +v], d.h.: 


Besteht zwischen den beiden geodätischen Krümmungen einer Orthogonal- 
trajektorie einer Regelfläche die Beziehung: 


1 1 1 
m + (+5) (2m +0) 
so liegt auf der Regelfläche in konstantem Abstand m eine Kurve konstanter geo- 


dätischer Krümmung 2 
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= —= konst. = = ergibt: Cu=m(u +v?)+v, d.h.: 
Besteht zwischen den beiden geodätischen Krümmungen einer Orthogonal- 
trajektorie einer Regelfläche die Beziehung: 


m =, + rk + ’ 


2 2 
Tg 0, Tg Og 


u; 
— = konst. = — ist. 
r, C 


Und besteht zwischen den beiden Krümmungen einer Raumkurve eine 
Beziehung: 


so liegt im konstanten Abstand m auf der Hauptnormalenfläche eine Kurve, für 
die das Verhältnis der geodätischen Krümmungen konstant (gleich C) ist. 

Es sei bemerkt, daß auch eine Reihe bekannter Beziehungen sich aus den 
Formeln (1) und (2) leicht herleiten lassen. 


$ 2. Kurvenklassen mit vorgegebenen Eigenschaften !). 


Für die folgenden Betrachtungen mag stets die Regelfläche als Haupt- 
normalenfläche der Ausgangskurve vorausgesetzt werden, da nur in diesem Falle 
dem Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Hilfsgeraden ein Punkt auf der 
Erzeugenden der Hauptnormalenfläche entspricht, für den diese entgegengesetzt 
gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Alle anderen Beziehungen, die von dieser 
letztgenannten frei sind, lassen sich unmittelbar auf den Fall, daß die Ausgangs- 
kurve nur ÖOrthogonaltrajektorie der Regelfläche ıst, ey 





übertragen. An die Stelle der Krümmungen treten 
dann die geodätischen Krümmungen. nr A ıftuy) 
Denkt man sich die Bildkurve f(w,v)=0 ın Ri e’ 
Linienkoordinaten gegeben, so sind die Achsenab- i . g 
schnitte op = u on= Bu." es ist der Abstand ax 
u v m) D 





u, Es bleibt noch zu Figur 3. 

w"+v 

berechnen die Ordinate os des Punktes s’, des Schnittpunktes zweier benach- 
barter Tangenten der Bildkurve. Der Schnittpunkt zweier konsekutiver Tangenten 
ist (U, 01; Ug, da): 


der Striktionslinie oc = — 


ı) Vgl. Takasu, Characteristic properties of Space Curves, whose Curvatures and Torsions 
are connected by a general Relation. The science Reports of the Töhoku Imperial University, 
1. Series, Vol. XII, p. 181ff,, wo umgekehrt zu vorgegebenen Kurvenklassen gewisse Größen be- 
rechnet werden, und zwar in einer formalen Einteilung der Kurvenklassen mit linearen und qua- 
dratischen Beziehungen. 
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ıuvil 
m v 1 =0, oder (u—u,) BR +%,=0, 
| | uU, — U, 
U; ip 1] 
Läßt man nun u,,v, gegen u,,v, gehen, so lautet die Schnittpunktsgleichung: 
dv dv ’ u 
u I v-+v —u ee =(, d.h. die gesuchte Strecke os ıst: 
088 = — . 
v—u er 
du 


wenn die Indizes wieder weggelassen werden. 


Drücken wir die gewonnenen Ausdrücke durch die beiden Krümmungen 
x und r aus, so wird also: 





Irgendwelche Beziehungen zwischen den Punkten der Leitkurve, dem Krüm- 
mungsmittelpunkt, den Punkten der Striktionslinie und den Punkten, für die die 
Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, werden 


also eine Funktion (x, T, =) — (0 ergeben, der integriert eine Funktion 


g(x,t,C) =0 entspricht, wo C die Integrationskonstante bedeutet. Jeder vor- 
gegebenen Beziehung entspricht also eine Kurvenklasse bzw. eine Schar von Kurven- 
klassen. 

Im folgenden sollen einige besonders einfache Fälle behandelt werden. 


1. Der Krümmungsmittelpunkt sei m-mal soweit vom Kurvenpunkt ent- 
fernt, wie der Punkt, für den die Hauptnormalfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat, d.h. 


on =m.os (s. Fig. 3, S. 181) 





Das gibt integriert "1x =( als Beziehung zwischen den beiden Krüm- 
mungen der Leitkurve, wo C die Integrationskonstante ist. 


Hier wie in den meisten der folgenden Beispiele ergeben spezielle Werte 
von m speziellere Klassen, unter denen die Sonderklassen der Cesaroschen Kurven 
z. T. schon bekannt sind !), während die Fälle höherer Ordnung wohl durchweg 
neu sind. Der Raumersparnis halber wird auf die Darbietung dieser Sonderfälle 
verzichtet, zumal der Leser sie sich ohne Mühe selbst ableiten kann. 


Bestimmt man diejenigen Kurven dieser Klassen 1x =, die zugleich 


!) Vgl. Diss. Böhmel. 
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Geodätische auf einer Kegelfläche sind, für die also — = — ist, so wird 
m—1 
sm 
u x 
Cm] m 
Für =n sind dadurch die Kurven o = ks" (Cesaro: Vorlesungen 





m 
über natürliche Geometrie, Leipzig, S. 15, 16) dargestellt. Verbiegt man diese 
Kurven so, daß die Krümmung nicht geändert wird und daß sie in Raumkurven 
der Klassen "1% = übergehen, so sind sie zugleich Kegelgeodätische. 

Für m = < wird n = — 1, man erhält die Klothoide, die also zu einer Kurve 
der Klasse x? = C?r verbogen werden muß, damit sie Kegelgeodätische wird; 
fürm =2,n = erhält man die Kreisevolvente und xr =C als die zugehörige 
Kurvenklasse. 

2. Der Abstand der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche vom Kurven- 
punkt seı das m-fache des Abstandes desjenigen Punktes, für den die Haupt- 
normalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. 


> 124 m 
oc=m os (s. Fig. 3, S. 181), oder gr > 
rg 


2 2 
a ER PREV. +2mtr=(0, 
dr T 


eine lineare Diflerentialgleichung in x°, tr. Diese ergibt integriert: 
am (ee LT) =C. 


3. Der Abstand des Krümmungsmittelpunktes sei das m-fache des Ab- 


standes der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche, d.h. = =m er 


on=m:.oc, d.h. (m —A1)* =1r?, oder --\- 





mi’ 
d.h. Schraubenlinien. 
4. Die Striktionslinie teile die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 


und dem Punkt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat, im Verhältnis m :1; also 





1 x % 1 
en =m:sc (8. Fig. 3, S.181) — — — — =mi ——; — —— |; 
x „+7 x2 + 7? „rt 
dr 
das gibt: 
dx x 
(mt )+m+1=0, 


m. 
oder für — =r: 
T 
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ma —1 dr 


"ma +1) ER 





Dies ergibt integriert: 
Tr (x en . u Ca: d.h. (#* En 2 ae 2 CC. 


5. Ein Punkt mit dem konstanten Abstand a von der Grundkurve liege 
so auf der Hauptnormalen, daß er die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 
und Striktionslinie der Hauptnormalenfläche im Verhältnis m :1 teilt; also 
an=m:ca oder: 


_-a=mle- I); d.h. a(m+1)x(#?+7)=(m+1)2?+ 7%. 


6. Der um die konstante Strecke a von der Grundkurve auf der Haupt- 
normalen liegende Punkt a teile die Strecke zwischen Krümmungsmittelpunkt 
und dem Punkt ım Verhältnis m :1, für den die Hauptnormalenfläche entgegen- 
gesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat. Also: 





an=m-sa, oder De. . ) oder: 
x dx 


az(m +1) —1 dr 
en 7 er ae 





Dies ergibt integriert: 
Ct = x(l —ax)”. 


7. Ein Punkt mit dem konstanten Abstand a von der Grundkurve teile 
den Abschnitt Striktionslinie der Hauptnormalenfläche-Grundkurve im Ver- 
hältnis m :1; also 

ca=m-ao, oder 33 —a=ma, d.h (m+Ii)a®+r7)=x, 
eine spezielle Cesarosche Kurvenklasse. 

8. Es sollen der Krümmungsmittelpunkt und der Punkt, für den die Haupt- 
normalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, einerseits, 
der Punkt mit dem konstanten Abstand a von Grundkurve und der Kurvenpunkt 


selbst vier Punkte gleichen Doppelverhältnisses m bilden; also (nsao) = m oder: 
na no 


sa so 


(m —1)-os-on—am-.on-+a:.os=0 








1 1 am a 
lite DEE Suse Te: ae 
dr u "dr 
dr dx 
ih Dee 2 Dune 
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Das Doppelverhältnis wird ein harmonisches für Cl? =ax —1. 

9. Krümmungsmittelpunkt und Striktionslinie der Hauptnormalenfläche; 
derjenige Punkt, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat und Kurvenpunkt sollen vier Punkte gleichen Doppel- 
verhältnisses m bilden, d.h. (nsco) = m oder: 


os-[(m —Ai)-on-+oc]=m-on:oc. 


Das ergibt die Differentialgleichung: 


dx s 
m»(x— 17°) =mx» + (m—1)t”, 


oder für a 


mydy de 
m®+mit7 





Die Integration ergibt: 
z[my” +m—i1]=C, d.h m#:+(m—Ii)? =(, 
das heißt eine Beziehung, der als Bildkurve ein Mittelpunktskegelschnitt entspricht. 
Für die Kurven der Klassen x? -+27?+([=0 ist dies Verhältnis ein 
harmonisches. 
10. Es sollen Krümmungsmittelpunkt, Punkt mit konstantem Abstand a 


auf der Hauptnormalen, Striktionslinie der Hauptnormalenfläche und Kurven- 
punkt vier Punkte gleichen Doppelverhältnisses m bilden, das heißt: (ncao) = m. 


on-oc-(m—A)—a:m-on-+ta:oc=0 


m —1 am ax 


x” + 7? x „2 + 72 


=(. 





Dies ergibt amt? + (m —1)(ax —1)x =0, eine spezielle Cesarosche Klasse. 
Das Doppelverhältnis wird ein harmonisches für die Klasse: 


ar +2x(ax —1)=0. 


11. Zwei Punkte mit dem festen Abstand a und 5 von der Grundkurve 
auf der Hauptnormalen, der Krümmungsmittelpunkt und der Punkt, für den 
die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien hat, 
sollen ein konstantes Doppelverhältnis m bilden; d.h. (nasb) = m oder eingesetzt: 


os-[(l —m)-on+mb —a] =on:(b— ma) +ab(m —1). 
Dies ergibt die Differentialgleichung: 


[ab (m —1)x +b— ma]r S” = (m —1)(ax —1)(bx —1) 


een I 


rt m—1ilar—1i bz—1 





Dies ergibt integriert: 
1b —1) = lClax — 1)”. 
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12. Zweı feste Punkte mit konstantem Abstand a und 5b von der Grund- 
kurve sollen mit Krümmungsmittelpunkt und Striktionslinie der Hauptnormalen- 
fläche ein konstantes Doppelverhältnis m bilden, d.h. (ncab) = m. 


on»-oc(m —1) +0oc-(am—b) -+on-(b— ma) +ab(m —1) =. 

Das gibt die Beziehung dritter Ordnung: 
ab(m —A)x(*" +7) +(b— ma)(*" +rT) +(a— mb) + (m —Ii)x =0. 

13. Es sei das Produkt der Abstände des Krümmungsmittelpunktes und 

der Striktionslinie der Hauptnormalenfläche von der Grundkurve konstant. 
* 1 

22 + 72 % 
Es ist dieselbe Kurvenklasse, die unter 2. als Spezialfall abgeleitet werden kann. 

14. Es sei das Produkt des Abstandes Krümmungsmittelpunkt von Strik- 
tionslinie der Hauptnormalenfläche in den Abstand Striktionslinie von Grund- 
kurve konstant; d.h. cn-oc=m 

(=- Fam mn 

Vm (x? + 7?) = rt, eine spezielle Cesarosche Kurvenklasse. 

15. Es seı das Produkt der Abstände des Krümmungsmittelpunktes und 
des Punktes, für den die Fläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrümmungsradien 
hat, von der Grundkurve konstant, d.h. on-os=m. 


dx _ 
1 4 k (® 5 N 
— lm m— = — =l. 


Das ergibt integriert: 


on-oc=m; -=m; m(?+7) =1. 





m — Cr =1. 


16. Es sei das Produkt der Abstände der Striktionslinie und desjenigen 
Punktes, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Haupt- 
krümmungsradien hat, von der Grundkurve konstant; also: 











0C:0Ss=m: a m(x „er 
’ 2 + 72 dr’! 
x „3x“ 
— ——x% 
1 T dr 
7-37 tm = = () 
1° x? T 
+3 
T 


Das ergibt integriert: 
tIn 4 +m?+C”=1, 
T 


also eine transzendente Beziehung. 
Auch für solche transzendenten Beziehungen zwischen den beiden Krüm- 
mungen einer Raumkurve (bzw. zwischen den beiden geodätischen Krümmungen 
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der Orthogonaltrajektorie einer Regelfläche) läßt sich sofort die Beziehung zwischen 
den beiden geodätischen Krümmungen aller Orthogonaltrajektorien der Haupt- 
normalenfläche (bzw. der vorliegenden Regelfläche) angeben, auf Grund der 
Formeln (2), S. 179. 

17. Das Produkt des Abstandes des Krümmungsmittelpunktes von dem 
Punkte, für den die Hauptnormalenfläche entgegengesetzt gleiche Hauptkrüm- 
mungsradien hat, in den Abstand des letzteren Punktes von der Grundkurve sei 
konstant; also sn-os=m. 


1 0. 1 1 1 EEE 
_ CT —— REN 7 = . nr A Zee / Bez / n al 
( =) 4 dx + m 0; dx 2 1 + | 1 mx”, 


de +Vl -4m@41 dr 
 +fil—4iAm®—1i ı 














Das ergibt integriert: 


1 
Int — In (Vi — Am»? +1) + e +C=0. 
/ +1) + Yil — Am»? — 1 

















18. Es sei nc-os=m 
1 x dx 
u 
% 
0A EL 
FE 
T 7° 


Dies ergibt integriert: 
mA — Cr +2mAr — 22 =(. 


19. Es sei on? =0&@ -+0Ss%. 











% x „? 

we 1 . q T (1 r 2 u 

Pi dan?’ dr wa 
(x ) V pr +1 


Das ergibt integriert: 








Int +5 In 
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Dies ergibt integriert: 
=, 
FE 2 Be 
In(C'«) Doz oder »2In(C x?) = *. 
Hiermit soll die Aufstellung von Kurvenklassen mit vorgegebenen Eigen- 
schaften, die natürlich beliebig fortgesetzt werden kann, beendet werden. Es soll 


noch bemerkt werden, daß aus der Mannheimschen Bildkurve sofort die Zahl der 
Sıngularitäten, für die gleichzeitig r —= w und = —= » sind, abgelesen werden 


kann; es ist die Anzahl der reellen Tangenten, die vom Koordinatenanfang aus an 
‚die Mannheimsche Bildkurve gezogen werden können. Diese Singularitäten können 
Spitzen oder asymptotische Punkte (wie bei der Schraubenlinie des Rotations- 
kegels) sein. Es werden also die Bertrandschen Kurven stets eine reelle Singularität 
aufweisen, die Cesaroschen Kurven zwei Singularitäten, die auch imaginär sein 
können. Bei der Bestimmung der Anzahl ist zu beachten, daß die Kurve selbst 
periodisch sein kann in dem Sinne, daß die beiden Krümmungen periodisch wieder- 
kehren. Die verschiedenen Zweige der Kurve selbst können noch verschoben und 
gespiegelt sein. 

Da Beispiele für Raumkurven, zwischen deren beiden Krümmungen eine 
algebraische Beziehung besteht, noch sehr vereinzelt sind, sei zum Schluß noch 
ein geometrisch einfaches Beispiel für eine Raumkurve gegeben, zwischen deren 
beiden Krümmungen eine Beziehung 6. Grades besteht. Es sei ein gerader Kreis- 
kegel gegeben durch 

x =ucos 9 cost 

y = uc0s ®sin t 

z = usin ®, 
wo u die Länge auf der Mantellinie gemessen von der Spitze aus bedeutet, © der 
Winkel der Mantellinien gegen die XY-Ebene, it der Winkel, der an einem be- 
liebigen Schnittkreis gemessen werden mag. Es sollen dann die Kurven auf dem 
Kegel bestimmt werden, deren Bogenlänge proportional zu t ist (d.h. proportional 
zur Bogenlänge eines beliebigen Kreises oder gleich der Bogenlänge eines bestimmten 
Kreises, wobei die Zuordnung punktweise durch die Mantellinien des Kegels erfolgt). 


Es soll also Ze a sein. Nun ergibt sich 


dt 
As... dux? 
77) — u? cos 0+(7)- 
du 
Va®—u2cos?@ 





Dies gibt eine Differentialgleichung für u: —= + dt, deren Lösung 





lautet: 
a 


m 2 sunt cos @t + konst.). 


Wegen der Periodizität des Sinus kann man also schreiben: 








a 2 
u= sın (cos r 
cos @ 01) 





Des A Pe Pr u 


= 5, NND je 
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Die Gleichungen der gesuchten Kurven sind also: 
x =acostsin (cos ®t) 
y = asintsin (cos ©t) 
z = ate ®sin (cos ©t). 


Die Kurven sind algebraisch, wenn cos © ur ist, wo g, und g, ganze Zahlen 
2 
t 
seien. Setzt man 2 — T, so wird: 
2 


x =ac0s (87T) sin (g,T) 
y = asin (g,T) sin (g,T) 
z =atgo®sıin (g, T). 

Es ist nun: 


cosn op = cos" Pe —(, Jos: p sin? +: 


sin no -(, ) eos: psin @ — (3 )eos? osin®g + -- 


Sind g, und g, ungerade, so ist y ein Ausdruck (g, + g,)-ten Grades in sin 7, z ein 
Ausdruck g,-ten Grades in sin T. Sind g, ungerade und g, gerade, so ist x ein Aus- 
druck (g, + g,)-ten Grades in sin 7T, z ein Ausdruck g,-ten Grades in sin T. Ist 
g, gerade und g, ungerade, so setzt man sin (g,7) = cos (g,7T + c). Es kommt 
dann nur auf eine Drehung der ganzen Figur hinaus, wenn dafür cos (g, 7) gesetzt 
wird. Es ist dann y ein Ausdruck (g, + g,)-ten Grades in sin 7, z ein Ausdruck 
g,.ten Grades in sın 7. 

In allen Fällen läßt sich also die vorliegende Kurve darstellen als Schnitt 
des Rotationskegels mit einem Zylinder vom g,(g, + g,)-ten Grade; sie ist also 


selbst vom Grade 2g,(g, + g,), also für cos 9 = z: ; 7 ... vom Grade 
6,8, 10... 


Die Kurven gestatten eine sehr einfache geometrische Erzeugung. Wird 
der Kegelmantel in die Ebene abgewickelt, so stellt die Gleichung 


a i 
u = — — sın (cos @t 
cos @ ) 


die Gleichung der abgewickelten Kurve in Polarkoordinaten dar. Denkt man 
sich den Kegel durch einen Kreis mit dem Radius a abgeschnitten, so ist 2a die 


sein Radius; der Winkel des Sektors ist also 





" a 
Länge des Sektorbogens, ! = u 


2rrcos@. Durchläuft die Raumkurve die Werte 0...t...2r, so durchläuft 
die entsprechende abgewickelte Kurve 0...1c0s@...2ncos®. Es ist also 
u =1!sin p die Gleichung der abgewickelten Kurve in Polarkoordinaten. Das 
ist aber die Gleichung eines Kreises mit dem Radius £ Entsprechend der Be- 
grenzung des Sektors wird die abgewickelte Kurve in verschiedene Kreisbogen- 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3 25 
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stücke zerfallen. Wird sing negativ, so geht die Raumkurve auf den Scheitel- 


kegel über. 
2ln 


1 : N 
Ist cos@ = 4 wo n eine ganze Zahl sei, so ist 2an = 2lcos@n = —.. 
n 


das heißt 5 mal wird der abgewickelte Sektor durchschritten, bis die Stücke des 


cos 1 cos 0- 











Zall 
22 A HE t-ZIT 
1:10 t=-2N $-0-$-I] (GR) 
2:-2N AN YP-EY- 
3:t-HNt-6 70 PIE PT] 
Fig. 4. 
Kreises mit dem Radius = einen Vollkreis zusammen ergeben. Ist cos® = 21, 
so wird g,In = 2an 3, das heißt es sind g, solcher Kreise mit dem Radius A 
die sich auf 22 Umläufe verteilen (bzw. 2g, solcher Kreise mit g, Umläufen, 


2 
wenn der Scheitelkegel hinzugenommen wird). 


Die XY-Projektion dieser Raumkurven hat in Polarkoordinaten die be- 


sonders einfache Gestalt: 


r=asin(cos@®t) bzw r = asin EI. 
2 
Wird der Wert von cos ®@ irrational, so schließt sich die Kurve erst nach un- 


endlich vielen Umläufen um den Kegel, die Raumkurve selbst ist dann keine 


algebraische Kurve mehr. 
Die beiden Krümmungen dieser Raumkurven sind: 


a?x” = sin?© sin? (cos @t) +4cos?® 
a?Tx’ = sin © cos (cos ©t) {sin?© sin? (cos @t) + 6 cos? ©}, 
so daß zwischen den beiden Krümmungen die Beziehung besteht: 
ara! + ax — atsin?O x! — a? (1 +2c0s?®) x" — Acos!® (1 +3c0s?®) =0. 
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Über zweidimensionale allgemeine metrische Räume. 
Von L. Berwald ın Prag ''). 





I. Teil. 


In der vorliegenden Abhandlung werden auf Grund einer Parallelübertragung, 
die zuerst — in rein analytischer Form — von Fräulein E. Noether ?) angegeben 
worden ist, die zweidimensionalen allgemeinen (metrischen) ?) Räume (,„R;‘) 
untersucht, d.h. jene zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, denen durch das 
Grundintegral eines regulären Variationsproblemes einfachster Art eine Maß- 
bestimmung aufgeprägt ist. Die nächstliegenden Eigenschaften dieser und der 
n-dimensionalen allgemeinen Räume habe ich bereits in einer früheren Arbeit *®) 
auseinandergesetzt. Bei dem Versuche, in die dortigen Betrachtungen die Unter- 
suchungen von G. Landsberg) einzuordnen, ergaben sich eine Reihe neuer Re- 
sultate, die im folgenden im Zusammenhange dargestellt werden. 

Um dabei die Kenntnis der angeführten Abhandlung nicht voraussetzen 
zu müssen, werden in den beiden ersten Paragraphen die dort verwendeten Grund- 
begriffe und Methoden sogleich für den zweidimensionalen Fall entwickelt. Es 
sind das: der Begriff der Parallelübertragung und die aus ihm ableitbaren des 
Krümmungstensors und des Grundtensors der Krümmung; ferner die Begriffe der 
Länge eines Vektors und des Winkels zweier Vektoren in bezug auf ein Linienelement 
($ 1); endlich die Methoden des absoluten Difjferentialkalküls für allgemeine Räume, 
die das Werkzeug für die weitere Untersuchung bilden ($ 2). 

Im $ 3 werden die für das Folgende wichtigsten Invarianten eines R, gegen- 
über Punkt- und Parametertransformationen eingeführt, vor allem der schon von 


!) Einen Teil der Ergebnisse dieser Abhandlung findet man ohne Beweis zusammengestellt in 
der Note: L. Berwald, Zur Geometrie ebener Variationsprobleme. Lotos, Prag 74 (1926), S. 43—51. 

2) E. Noether, Invarianten beliebiger Differentialausdrücke. Gött. Nachr. 1918, S. 37—4. 
Vgl. auch den Bericht derselben Autorin: Algebraische und Differentialinvarianten. Jahresbericht 
Deutsche Math,-Ver. 32 (1923), S. 177—184, bes. 182 ff. 

3) Nicht metrische allgemeine Räume treten auf bei L. Berwald, Über Parallelübertragung 
in Räumen mit allgemeiner Maßbestimmung. Jahresber. Deutsche Math.-Ver. 34 (1925), S. 213—220. 

#) L. Berwald, Untersuchung der Krümmung allgemeiner metrischer Räume auf Grund des 
in ihnen herrschenden Parallelismus. Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 40—73. 

5) @. Landsberg, a) Über die Totalkrimmung. Jahresber. Deutsche Math.-Ver. 16 (1907). 
S. 36—46; b) Krümmungstheorie und Variationsrechnung. Ebenda, S. 547—551; c) Über die 
Krümmung in der Variationsrechnung. Math. Ann. 65 (1908), S. 313—349. 
2b* 
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A. L. Underhil!) angegebene Krümmungsskalar, der sich auf das Gaußsche 
Krümmungsmaß reduziert, wenn die Funktion unter dem Grundintegral des R, 
(die „Grundfunktion“ F) die Wurzel aus einer quadratischen Differentialform 
ist. Außer dem Krümmungsskalar erweist sich als besonders wichtig für die Kenn- 
zeichnung spezieller Klassen von A, der Hauptskalar des R,, der durch 


x__1. (8F OF, OF OF, 
urirt‘08 85 8% ©8 


erklärt ist, wobei F, die bekannte Weierstraßsche Funktion bedeutet. Wenn man 
die Figur, die aus einem Vektor und einem Linienelemente im gleichen Punkte 
besteht, in bezug auf dieses Linienelement als ausgezeichnetes Linienelement 
parallel zu sich selbst längs eines willkürlichen Linienelementes verschiebt, so hängt 
die Änderung der Länge des Vektors bei diesem Prozeß im wesentlichen nur von 








13 1 Ä . > . . . . 
(7) ab; die Anderung jener Länge beim Umfahren eines infinitesimalen 
extremal 


Parallelogrammes — also die Streckenkrümmung — nur von + . Dabei 
ds? /extremal 


d?% 
bezeichnen (23 > 72) die erste und zweite Ableitung des Haupt- 
extremal extremal 
skalars nach dem Bogen (s = f Fdt) jener Extremalen des Variationsproblemes 
ie 
ti 

Ö / Fdt =0, deren Anfangselement das gegebene Linienelement ist. 
2 

Durch das identische Verschwinden der soeben angeschriebenen ‚„extremalen‘ 
Ableitungen werden demnach invariante Klassen von zweidimensionalen all- 
gemeinen Räumen mit besonders einfachen Eigenschaften definiert. Unter diesen 
Räumen werden in $ A vor allem jene betrachtet, die im Sinne von H. Weyl affin- 
zusammenhängend sind, d.h. für welche die sonst erst nach Auszeichnung eines 
Vektorfeldes erklärten Komponenten der Parallelübertragung nur vom Orte ab- 
hängen. Für sie (und nur für sie) verschwinden die kovarianten Ableitungen des 
Hauptskalars identisch. Ein affinzusammenhängender A,, dessen Krümmungs- 
skalar beständig Null ist, ist ein zweidimensionaler Minkowskischer Raum. Jeder 
andere affınzusammenhängende AR, hat notwendigerweise einen konstanten Haupt- 
skalar. 

Zu den angeführten besonderen Klassen von A, in engster Beziehung stehen 
die Untersuchungen von Landsberg?) ($ 5). Die von ihm betrachteten Räume, 
in denen es ein Gegenstück zum Gauß-Bonnetschen Integralsatz gibt, lassen sich 


nämlich auch durch ( =) - —=() kennzeichnen. Andererseits existiert eine (von 
extremal 


der Richtung unabhängige) Totalkrümmung in seinem Sinne in allen AR, mit 


!) A. L. Underhill, Invariants of the function f(x, y, z,’ y’) in the calculus of variations. Trans. 
Amer. Math. Soc. 9 (1908), S. 316—338. Vgl. auch O. Bolza, Vorlesungen über Variationsrechnung, 
Leipzig und Berlin, bes. $S. 227 f. 

?) Siehe Anmerkung °) S. 191. 
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w 
ds? / extremal 
eingeschlagenen Weges auch bei beliebigen R, in besonders einfacher Weise zum 


Underhillschen Krümmungsskalar. 


Die von Landsberg als Winkel bezeichnete Invariante zweier Richtungen, 
deren Bestimmung im allgemeinen eine Quadratur erfordert, bildet den Ausgangs- 
punkt für die Entwicklungen des letzten Paragraphen, der sich mit einer um- 
fassenden Klasse von AR, beschäftigt, in denen dieser Winkel ohne Quadratur an- 
gegeben werden kann. Die betrachtete Klasse von AR, läßt sich mittels der zweiten 
Ableitungen des Hauptskalars nach z, % leicht in invarianter Weise kennzeichnen. 
Es werden alle zugehörigen Räume (d.h. die entsprechenden Gestalten der Grund- 
funktion) bestimmt, insbesondere auch alle R,, deren Hauptskalar eine bloße 
Ortsfunktion ist. Damit sind auch alle affinzusammenhängenden zweidimensionalen 
Räume bestimmt: es sind die Minkowskischen R, und außerdem die Nicht- Minkowskı- 
schen R, mit konstantem Hauptskalar, von denen es im reellen Gebiet drei verschiedene 
Typen gibt. Die Stellung der affinzusammenhängenden A, mit konstantem Haupt- 
skalar innerhalb der betrachteten Klasse wird durch den Satz charakterisiert, 
daß sie die einzigen R, ohne Streckenkrümmung sind, deren Hauptskalar nur vom 
Orte abhängt. 


=0. Endlich führt eine konsequente Verfolgung des von Landsberg 





$1. Parallelübertragung und Metrik in zweidimensionalen allgemeinen Räumen. 


1. Als zweidimensionalen allgemeinen (metrischen) Raum AR, bezeichnen 
wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M, in der durch das Grundintegral 
eines Variationsproblemes einfachster Art 


j 
(1) s=/ F(z2,y,&,y) dt, G=-5, ı-% 
to 


auf jeder Kurve eine Bogenlänge definiert ist. 


Von der Funktion F(x, y, &, y) setzen wir etwa voraus, daß sie für alle Werte- 
systeme (z, y) aus M und für alle möglichen Wertesysteme (&£, y) — mit Ausnahme 
des Wertesystemes (0, 0), das wir von der Betrachtung ausschließen — analytisch- 
regulär und positiv !), ferner in &,y positiv-homogen ?) von erster Dimension 
ist. z=eft), y=yi(t) ist die als regulär vorausgesetzte Parameterdarstellung 
eines mit Richtungssinn (dem Sinn der wachsenden t) versehenen, also orientierten, 
reellen, analytisch-regulären Kurvenstückes (,‚Kurve‘“) in M. 


Außerdem nehmen wir an, daß das Variationsproblem ös = 0 in dem be- 
trachteten Bereich der Argumente x,y,&,y regulär, d.h. die Funktion 


!) Diese Voraussetzungen lassen sich durch schwächere ersetzen. Insbesondere ist es für 
die Anwendungen bisweilen zweckmäßig, die Voraussetzung F>0 fallen zu lassen. Wir werden 
aber in solchen Fällen lieber die Wertesysteme x, y in jedem Punkte in geeigneter Weise beschränken : 
vgl. die Beispiele in Nr. 29 und 38. 

®) Da im folgenden nur positiv-homogene Ausdrücke auftreten, sagen wir weiterhin „homogen“ 
anstatt „positiv-homogen“. 
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2) r.-a#_- a, 5 1) 
a . 17) 2 


von Null verschieden ist. Wir setzen im folgenden durchweg 

(3) IF(2, y,% 9) Fila y,&9)> 0, 
also bei der über F gemachten Annahme F,> 0 voraus ?). 

Im folgenden denken wir uns bisweilen die Bogenlänge s als unabhängige 
Veränderliche eingeführt und bezeichnen Ableitungen nach s durch angehängte 
Striche, so daß 

«= ee y 
F(z,y,&%y)' , Fix, y, &,%) 








ist. Dann gilt wegen (1) 
(4) Fiay,e,y) =1. 


2. Aus der Differentialgleichung der Extremalen des Variationsproblemes 
ös =: 


(5) Fzy — Fyr + Fey’ — y'X') =0 
und der aus (4) durch Differentiation nach s hervorgehenden Identität: 
dF ’ ’ [2 [7 
(6) 1 rFıryfte Fr+y Fr =0 


erhalten wir durch Auflösung nach x”, y'’ die Differentialgleichungen der Extre- 
malen in der Gestalt 


(7) "ro, yr,y)=0, V"Hryayaı,y)=0. 
Darın bedeuten (x, y,2,Y), u y,2,y) die Funktionen 


(2, Yy,8%,%Y) = ER {@F,(@F2+YF,) + Fi(F zy — Fi)} 





1 
E y(z, y,3,%) = FF, {Y Fi( (CF, +YF,) — F;(Fiy ;e)} - 


Sie sind in &, % homogen von zweiter Dimension. Man kann daher die Gleichungen 
(7) auch in die Gestalt setzen 


d dlog F 
(7*) + pl, yRY) =, Y-+y(2,y,2%,Y) =Y nn 





3. Wir ordnen jetzt jedem Punkte (x, ) des A, einen, etwa infinitesimalen 
Vektor (dx, dy) zu, das ausgezeichnete Linienelement dieses Punktes, und er- 
klären sodann als parallele Übertragung des (kontravarianten) Vektors (&, 7) im 
Punkte (z,y) von (z,%) nach dem beliebigen unendlich benachbarten Punkte 
(x + öx, y+ öy) den Übergang vom Vektor (£, 7) im Punkte (x, y) zum Vektor 


1) PERFRER, Buchstaben bedeuten partielle Ableitungen. 

®) Wenn F? eine quadratische Form in z, 5 ist („@außscher Fall“), ist #>0 im positiv-defi- 
niten Falle immer, im indefiniten erst nach geeigneter Einschränkung der Wertesysteme &,y erfüllt. 
Im ersten Falle besteht (3), im zweiten ist F?- FR,<0. Allgemein würden bei der Annahme 
F®?. FR,<0 die folgenden Betrachtungen Änderungen erleiden, analog denen, die im indefiniten 
Gaußschen Fall gegenüber dem definiten eintreten. 

















RETTEN RATE 
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(E+ö&, n+6ön) ım Punkte (x +öx, y + öy), wenn 











1,8% 2 EI 
le Er +54 en (&öy + nöx) + 3 2 
9) d:y :y ö2, 
öon=-—- — [5 z E07 + 397 BE; - nor) + non]. 


Dabei sind in @ und „ die Argumente x, y, dx, dy zu denken. 

Die parallele Übertragung eines kovarianten Vektors (u, v) im Punkte (z, y) 
von (2,y) nach dem unendlich benachbarten Punkte (z + öx, y + öy) ist dann 
eindeutig erklärt durch die Forderung, daß bei simultaner Parallelübertragung 
dieses Vektors (u,v) und eines beliebigen kontravarianten Vektors (£&, n) der 
Skalar u&E + vn ungeändert bleibt. Analog für irgendwelche Tensoren. 

4. Nach dem Vorstehenden hängt die Parallelübertragung in A, im all- 
gemeinen außer vom Orte in der Mannigfaltigkeit auch noch ab von der Wahl des 
Feldes der ausgezeichneten Linienelemente. Sie ist dann und nur dann unabhängig 
von dieser Wahl, wenn go(z,y,dx,dy) und y(x, y, dx, dy) quadratische Formen 
in den Veränderlichen dx, dy sind (mit Koeffizienten, die Funktionen von x, y 
sind). Ein allgemeiner Raum mit dieser besonderen Eigenschaft ist affin- 
zusammenhängend im Sinne von H. Weyl'). 

5. Durch parallele Herumführung des ausgezeichneten Linienelementes 
(dx, dy) im Punkte (x,y) um ein infinitesimales Parallelogramm erhält man 




















10) | ö,öda — dö,dz = — Ki (Öxrd,y — d,rÖy), 
6, ödy — öd,dy = — Krn(örd,y — 6,204), 
wo 
‚1 Er 1 EZ . 0° op 
Rum — Am = Zen a) 
fi «( 9 89 BR Mo BE ET RE N 
an Odzddyddxz Ada?ddy Adyddr Adxddyddy/' 
.., K: BR 0° y 0° y 
e re 3234,) 
Eure ’y 09 Ayog Ayoy Ay v) 
A \ödaddyddz Ada?ddy " Odyödz rer 
ist. Die Ku = — K'u ({, k, 2 = 1, 2) sind die Komponenten eines in z kontra- 


varianten, in k,2 kovarianten Tensors, des Grundtensors der Krümmung unseres 
allgemeinen Raumes. Sie hängen von x, y, dx, dy ab, und sind in dx, dy homogen 
von der Dimension Eins. 

6. Durch parallele Herumführung eines willkürlichen Vektors (£, 7) im 
Punkte (z,y) um ein infinitesimales Parallelogramm gelangt man, wenn dabei 
das ausgezeichnete Linienelement (dx, dy) des Punktes (x, y) gleichfalls parallel 
mitgeführt wird, zum ER NEREN des allgemeinen Raumes 


(12) ee Te (K 4 ar, 12) (6x6,Y — öyö, 2), 
6,07 — ddın = — (Ki:& + K3.12n) (Ööxd,y — Öyöız). 


') Vgl. z. B. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl., Berlin 1909, S. 100 ff. 
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Die Komponenten Bo Kr. ı des Krümmungstensors sind, wie man leicht 
durch Ausführung des in (12) angedeuteten Prozesses bestätigt, die Ableitungen 
der Komponenten des Grundtensors der Krümmung nach dx, dy: 
ö K'.ıs % e OK”. 
oda ee 
Sie sind dementsprechend in dx, dy homogen von nullter Dimension. 

Mit ihnen im wesentlichen identisch sind die Komponenten K, des ver- 
jüngten Krümmungstensors: 

(13*) Kıı = + Kin; Ku = — Kin; Kzı =+K.», Ku = — Kı.n. 


7. Wir wenden uns jetzt zur Metrik im R,. Dazu erklären wir als Funda- 
mentaltensor den kovarianten Tensor zweiter Stufe mit den Komponenten 


(13) Ki. = 














1 9°? (F? . 
| u; 2 = FF,Y° + (Fa), 
(Pr u 
(44) [=3 528; = — FFyäy + FF; 
1 9° (F? 
| = FR HR N. 


Diese sind in ©, % homogen von nullter Dimension, so daß 
(15) e(2, y,2,%) = e(z,y,2,y') =e(z, y, dx, dy) usw. 
Aus (14) folgt leicht 
(16) ee+/Yy=FF;, J£+gYV=FF,;,, ei®+2fiy+gj=F: 
und 
(17) ee — =F®F,. 
Bei unseren Voraussetzungen (Nr. 1) sind also e, g, eg — f? durchwegs positiv. 
8. Mittels des Fundamentaltensors läßt sich im A, ein Längen- und Winkel- 
begriff definieren ?). 


Die Länge l eines beliebigen Vektors (£, n) im Punkte (x, y) in bezug auf das 
wıillkürliche Linienelement (x, y,2,%)°) werde erklärt durch 


(18) I=VeR+2fEn+gr 





!) Wir denken uns jetzt in F die Argumente «, y, &,y. 

®) Die Längen- und Winkelmessung mittels des Fundamentaltensors ist (für eine beliebige 
Dimensionenzahl) unabhängig eingeführt worden von J. L. Synge, A generalization of the Riemannian 
line-element. Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925), S. 61—67; J. H. Taylor, A generalization of Levi- 
Civitas parallelism and the Frenet formulas. Ebenda, S. 246—264, und dem Verfasser, a. a. O. Anm. °) 
S. 191. Die Möglichkeit der Winkelmessung ist übrigens schon angedeutet bei P. Finsler, Über Kurven 
und Flächen in allgemeinen Räumen. Diss. Göttingen, 1918, S. 42f. Dort tritt auch implicite der 
Fundamentaltensor auf, ebenso bei L. Berwald, Über die erste Krümmung der Kurven bei allge- 
meiner Maßbestimmung. Lotos, Prag, 67/68 (1919—1920), S. 52—56. 

3) Mit (x, y, &,%) oder auch (x,y, dx, dy) bezeichnen wir das (orientierte) Linienelement im 
Punkte (x, y), dessen Richtung durch den Einheitsvektor (z’,y’) bestimmt ist. 
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und der (zwischen O0 und n liegende) Winkel » zweier Vektoren (&. 7) und (£, 7) 
im Punkte (x,y) in bezug auf das willkürliche Linienelement (x,y. x,y) durch 


egE+ En +Em) +gmn .. 
Ver +2 fEn+g? Ver +2fE5 +7 


In e,f,g sind dabei die Argumente z,y,2,y zu nehmen. 


(19) c08 0 = 











Wenn der Vektor (£,7) insbesondere die Richtung des Linienelementes 


(x, y,%,y) hat, so erweist sich die Orthogonalitätsbedingung » = 7 wegen (16) 
als gleichbedeutend mit der Transversalitätsbedingung 


(20) E Fix, y, &n7)+ nF;le,y, &7) =0. 


9. Als Flächeninhalt II des von zwei Vektoren (£, 7) und (£,7) im Punkte 
(x, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das willkürliche Linienelement 
(2,%y,%,%) erklären wir den Ausdruck 


(21) IT =YVeg— PR - (ed — nd. 


Der Absolutwert von // ist gleich l-!sin &, wobei Z,/ die Längen und & den Winkel 
der beiden Vektoren in bezug auf das Linienelement bedeuten. 

Entsprechend wird man als Flächeninhalt eines Gebietes in bezug auf ein Feld 
von Kurven 


(22) z=eflt,a), y=yit, a) 
das über das Gebiet erstreckte Doppelintegral 


(23) Q - //Ves=P dxdy - // VRR, dxdy 


definieren, wobei in den Funktionen unter dem Integralzeichen für die Argumente 
2, y,&,y die aus (22) folgenden Werte zu nehmen sind und die Regel für die Ein- 
führung neuer Veränderlicher in ein Doppelintegral zu beachten ist ?). 


10. Denjenigen Vektor im Punkte (x, y), der in bezug auf das willkürliche 
Linienelement (x, y, &,%) die Länge 1 hat und transversal zu diesem Linien- 
element steht, nennen wir den Transversaleinheitsvektor des Linienelementes. 
Seine Komponenten bestimmen wir eindeutig durch 














u 
‘ VF®’F, Veg rn p F 
(24) “ 
| ns Fi _ - 1 ex+/y 3) 
YPR 3 Ve-P FF 


!) Wir setzen ein- für allemal fest, daß alle Quadratwurzeln, die auftreten, positiv zu ziehen 
sind. Bei dieser Festsetzung sind die weiterhin einzuführenden Invarianten, soweit in ihre Definition 


die Wurzel Yeg— f?=YF?F, wesentlich eingeht, nur gegenüber Punkttransformationen mit posi- 
tiver Funktionaldeterminante invariant; bei Punkttransformationen mit negativer Funktionaldeter- 
minante gehen sie in den entgegengesetzten Wert über. 
?) Dieser Inhaltsbegriff tritt zuerst auf bei P. Funk und L. Berwald, Flächeninhalt und 
Winkel in der Variationsrechnung. Lotos, Prag, 67/68 (1919—20), S. 45—49. 
?) Dieser Vektor. oder vielmehr der entgegengesetzte, findet sich explieite anscheinend zuerst 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heit 9. 26 
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Er spannt mit dem Einheitsvektor (x’,y’) in der Richtung des Linienelementes 


im Punkte (x, y) ein Parallelogramm auf, dessen Flächeninhalt Yeg — f?(hy' — kr’) 
ın bezug auf das Linienelement gleich 1 ist. 


$ 2. Verallgemeinerung des absoluten Differentialkalküls. 

11. Wir bedienen uns bei der Untersuchung allgemeiner Räume einer Ver- 
allgemeinerung des absoluten Differentialkalküls, die wir nunmehr soweit ent- 
wickeln, als es für den Fall zweier Dimensionen erforderlich ist. Dabei erweist 
es sich als zweckmäßig, die Komponenten von Tensoren durch angehängte Zeiger 
zu bezeichnen. Wir setzen demgemäß 
te, ei ze ae rw 
(25) e =: I = Ban: 8 En; 


0 
» 








a = Zar ad a WE > aa 
uni zu. er je u A 





| 
und außerdem 

(26) z=ı, y-9 9= Rh, =, e—f’=GC. 

Endlich schreiben wir für f(z,y,%,%) kurz f(z,%); entsprechend für Tensoren. 
Die Zeiger i,k,l... nehmen im folgenden die Werte 1,2 an. Über jeden Zeiger, 
der in einer Formel einmal oben und einmal unten auftritt, ist von 1 bis 2 zu 
summieren !). 

12. Es seien rm, (0,8) = E®o(z,&) die in den / kovarianten. 
ın den k kontravarianten ee eines Tensors (m + r)-ter Stufe. (k) be- 
zeichnet kurz den ne der kontravarianten Zeiger k,,kz,.... km; (l) den 
der kovarianten Zeiger /,,ly,...,/. Dann setzen wir 








BR 1x 1 9 2 a 8 Oi 
(k) os) _ () ıka.. ku ıpkyıı... km F 
(27) Fon on 2 Im Hi +5 32 Zu E er. KÜFTTEFE 
1 w, Oo? pr 
) z e. .:+* 'g—1 Pplg- 1-:- 1 Oxedii' 
also insbesondere für einen Skalar f: 
of 1 of oyr 
* a ne 
ai, zT I dw dw‘ 
In (27) sind beiderseits (x,&) als Argumente zu denken. Die &®y, sind die in 
den k kontravarianten, in den / und in i kovarianten Komponenten eines Tensors 
(m + r + 1)-ter Stufe, den wir die (erste) kovariante Ableitung des Tensors mit 


den REN £® , nennen. &®yy bezeichnen wir auch als kovariante Ab- 





bei P. Funk, Über den Begriff „extremale Krümmung“ und eine kennzeichnende Eigenschaft der 
Ellipse. Math. Zeitschr. 3 (1919), S. 87—92. 

!) Sofern nicht ausdrücklich etwas anderes vermerkt wird, gelten die Definitionen und Formeln, 
die in Nr. 11—19 auftreten, unverändert für allgemeine Räume von beliebiger Dimensionenzahl, 
wenn darin die Zeiger alle Werte von 1 bis » durchlaufen und eventuelle Summationen von 1 bis n 


ausgeführt werden. 
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leitung dieses Tensors nach dem Zeiger i. Wenn die EP u(z, &) in den & homogen 
von der Dimension Ah sind, so gilt das Gleiche auch von den EN nn (2, 2). 

Die kovariante Ableitung der ersten kovarianten Ableitung eines Tensors 
von den Komponenten £®,, nennen wir seine zweite kovariante Ableitung (Kom- 
ponenten En), usf. Für die kovarianten Ableitungen bestehen dieselben 
Rechenregeln, wie für gewöhnliche partielle Ableitungen. 

13. In entsprechender Weise wie für Tensoren läßt sich auch für 
Tensoraichten‘) der Begriff der kovarianten Ableitung erklären. Es seien 


"sine. RRRRR > 3 z) = wie, x) die in den / kovarianten, in den k kontra- 
varianten Komponenten einer Tensordichte (m + r)-ter Stufe. Dann sind 
(k) (k) u=m DE an 
(28) wm = wa 2 % wa og En 1 wtı ke ha Pkurı a fg RE 
De oF% 2 9» 098. 7 N dwor 
e=r 22 J2 pP 
‚4 Sn... IE... A." TO... A 
u are 2 N orör 


die ın den k kontravarianten, in den /! und in i kovarianten Komponenten einer 
Tensordichte (m + r + 1)-ter Stufe, der (ersten) kovarianten Ableitung der Tensor- 
dichte mit den Komponenten mw®\,. 

Alles oben über die kovarianten Ableitungen von Tensoren Gesagte gilt 
ın entsprechender Weise auch von den kovarianten Ableitungen der Tensordichten. 

14. Stellen wir gleich hier einige Beispiele zusammen, von denen wir weiterhin 
Gebrauch zu machen haben. 

Erstens ist: 


(29) =; 
man hat nämlich nach (27) 


.._.9.# 108 de it pr 2 gt 

Br WET en u en u BF rn 

Ten 20m di "2" Imdi 
und hierin verschwindet die rechte Seite, weil die 9 homogen von zweiter 
Dimension in den 2 sind (Nr. 2). 


Ferner hat man für einen kovarianten Vektor mit den Komponenten £;: 


i E09 AydE de & de 
(30) ee 43 u... 7): 





Wenn die &, nur vom Orte abhängen, ist daher 
O5 08 
(30*) Ft 7 — 


ı 


j 9a 95° 
Endlich gilt für die skalare Dichte w = YG: 


7 avec) 19YyO) de A, gr 
(31) Vol =: ur -. nk 3 -z/6 a 


wie man aus (28) oder (26) und (27) ableitet. 











1) Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. 3. Aufl. 1919, S. 98#f., 1041. 


26* 
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15. Ein zweiter Differentiationsprozeß, der aus einem Tensor einen neuen 
Tensor erzeugt, ist die Differentiation nach den &. Wenn (x, &) wieder die 


in den k kontravarianten, in den / kovarianten Komponenten eines Tensors 
(m + r)-ter Stufe sind, so sind die Ableitungen 


Ö Rn 
(32) dm Lo (2 &)] = az (x: &) 
& 
die in den k kontravarianten, in den / und in : kovarianten Komponenten eines 
Tensors (m +r +1)-ter Stufe. Sind die &? (x, &) in den & homogen von der 


Dimension Ah, so sind es die & a: in der Dimension A— 1). Entsprechendes gilt 
für Tensordichten. 


16. Bei Vertauschung der Zeiger in den zweiten kovarıanten Ableitungen eines 
Tensors bestehen die Formeln 


n=m 
k k k Erkae. Eu gpkurı---k ku 
3) Pam — "om = — "op Kr t > ED up 
pn=1 
ud u 
p 
Se 3 Iıla lo Plor+1 „ K ülde 
e=1 


also insbesondere für einen Skalar f: 
(33*) fa — In = Tao K". 
Die Argumente z,% sind hier und im folgenden unterdrückt. 


Für die Vertauschung der kovarianten Differentiation und der gewöhnlichen 
partiellen Differentiation nach den & gelten, wenn 











Aa Mus). 
Oo... oa! ...[kfil 
gesetzt wird, die Formeln: 
1’ ke... ok r Oo? ger 
4) Promi — ons = — 5 a a BF Tan) 
(34) Fo ig io S ÜErERER 
zer m? 
* z > re sa Bi, I I. er) 
u 01 u Zu Bl ae BEE En TE Ic 
also speziell für einen Skalar / 
(34*) Tai; 5 zz =). 
Die entsprechenden Vertauschungsformeln für Tensordichten sind: 
Aa=m 
yr k k (k) kıka...k„_ıpk ..+. k 
(35) Wa a nt Kfiziin 
B=1 
v” (%) 
k pP 2 
"u Wernle..igydlgiı-.- 1 Rrisrzie | : 


und 


!) Bei einem Skalar f schreiben wir f;i anstatt fj;i, u.s.f., entsprechend bei einer skalaren 
Dichte. 
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UH— m 3 kn 
Yf: (k) : (k) i 1 I BET ET km oO Y 
6) We Wein wu 
(36) OF OVEIER 5 2 ÜRRFrERFR 
+3 W m” .r + - we) o° pr 
au erren  eei!23 Moardrdr 


4 0° gP 
MRELERE 
i, k, ! kovarıanten Komponenten eines Tensors vierter Stufe sind. Sie sind in den 
& homogen von (— 1)-ter Dimension. Wegen der Homogeneität zweiter Dimension 
der g* in den & bestehen die Identitäten 
0? gP 
ud rd 
17. Die Differentiation nach dem Bogen der vom Punkte (x, y) in der Anfangs- 
richtung (x’, y') ausgehenden Extremalen des Variationsproblems ös =0 werde 


Aus (34) geht hervor, daß die die in p kontravarianten, in 


(37) 


#0. 








l ) | 
im folgenden durch (-.) bezeichnet. Für irgendeinen Skalar f, der von 
ds/ extremaı 
den x, x’ abhängt, ıst dann 
df De: BE 
u G arm Or Be or" m 





(39) de = "rt: 


5) 
ds? extremal 


wie aus der Homogeneitätseigenschaft der @° und aus der Definition (27) der 
kovarıanten Ableitung folgt. 


18. Die Identität (6) läßt sich jetzt, wenn wir extremal ableiten, so schreiben: 
(40) Fu =d. 
Dabei sind in F die Argumente z, x’ zu setzen. Aus (40) folgt durch Diflerentiation 
nach x’* bei Berücksichtigung der Vertauschungsformel (34*) 
(41) x" F zxji E= Fr =(), 
Andererseits müssen die Differentialgleichungen der Extremalen von ös =, 
die durch Nullsetzen der Lagrangeschen Ausdrücke entstehen, identisch erfüllt 


sein, wenn man darin für x’, y’’ ihre Werte aus (7) setzt. Man erhält so die 
Identitäten 


(42) "Fa — Far =0. 

Somit ist 
(43) Palz,2) =, 

und, da die linke Seite von (43) in den x’ homogen von erster Dimension ist. auch 
(44) Fa(2,&) = 0 


identisch in den x,&. Durch partielle Differentiation von (44) nach & und An- 
wendung von (34*) folgt 


(45) Fin = 0 
und hieraus weiter 
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(46) F zinj;t =(). 

Entsprechend ergibt sich aus (44) durch kovariante Ableitung 
(47) Fu =0. 


Subtrahiert man von (47) die durch Vertauschung der Zeiger i und k aus (47) 
hervorgehende Identität und wendet (33*) an, so erhält man identisch in den x, x 








(48) »K" x =0. 

19. An Stelle des sogenannten Lemmas von Ricci treten hier die Identitäten 
Ro 0° gP 1 0° gP 

/ oO u ee r us q i 

u Ba a ran In! ramdn 


Man leitet sie ab, indem man von den Definitionsgleichungen 





E02 . 
(14*) 5 5 iür = FFan + FaFa 
ausgeht, die Vertauschungsformel (34) in der Gestalt 
i U 
(34**) Fan Fan 2 Fr gan 


benutzt und (42) — (45) sowie (16) beachtet. 
_ Weiter ergibt (34), auf die g, angewendet 
(50) Eirzım — Siryzmı —” Binpmpzt  Dirpajzm 
Endlich schreiben wir noch zwei Formeln für die Determinante G an, die 
aus den Gleichungen (35) und (36) ohne Schwierigkeit folgen, wenn man sie auf 
die skalare Dichte mw = G anwendet, nämlich 














1 ' 2 03 gi 
(51) G Cm — Om} = zägäm 
und 
8 (K? m VG) 
(52) Gm — Gm = —2YG er 
$ 3. Die grundlegenden Skalare. 
20. Aus den Identitäten (48), die in unserer ursprünglichen Schreibweise 
(48*) F;K“12 + F,K”.ı2 = 0 
lauten, folgt die Existenz eines Skalares 8 (x, y,2,%), so daß 
(53) K.a =—8RFF, = — Klji+gj), 
K’ = + & FF; = + Klei + fi) 
ist. Dieser Krümmungsskalar 
a _ Ken I Km _ 1 A ty _ p\, _Ardty _ Oyı\, 
Bere % = m1l2 \d207 5yas’! rd, AIyoda 
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der zuerst auf ganz anderem Wege von Herrn A. L. Underhill!) gefunden wurde, 
reduziert sich auf das gewöhnliche Krümmungsmaß, wenn die Grundfunktion 
F(z, y, &,%) die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form in &,% ist. Er ist 
in £,% homogen von nullter Dimension. 

Nach Einführung des Krümmungsskalars nimmt die Formel (33*) die Ge- 
stalt an 


(33**) fe Fa = Kl, F,—1,F;)- 

21. Der verjüngte Krümmungstensor (Nr. 6) ist dann und nur dann sym- 
metrisch, wenn der Krümmungsskalar eine bloße Ortsfunktion. ist. 

Aus (13*), (13) und (53) folgt nämlich 








(5) Ka — Kau'= - ——— — = FF, —WF;), 

und da 8 in £,% homogen von nullter Dimension ist, so verschwinden auch um- 
gekehrt $, und $;, nur dann, und zwar beide zugleich, wenn Ä,, = K,, ist. Somit 
gibt es in einem zweidimensionalen allgemeinen Raum neben $ noch einen weiteren 
von der Krümmung herrührenden Skalar 


(56) y _AKun-kı 16H SR; 


2 VYes-—? 2  YFF, 

die Asymmetrie des verjüngten Krümmungstensors. Sie ist in &, % gleichfalls homogen 
von nullter Dimension. Die Ableitungen $;, 8, hängen mit WA folgendermaßen 
zusammen 


(57) ,-2 ale -f, 9,=--2ıle-f 














22. Zu einem dritten Skalar führt die Untersuchung der Frage, wie sich 
die quadrierte Länge /? eines Vektors (£, 7) im Punkte (x, y) in bezug auf ein Linien- 
element (x, y, &,%) ändert, wenn man die Richtung dieses Linienelementes unend- 
lich wenig variiert. 

Wir ersetzen dazu (&,%) durch (@ + eF&,%-+ eF7n), wo e infinitesimal ist. 

Dann ist die entsprechende Änderung ö,(2?) von 7? (Gl. (18)) bis auf Glieder 
zweiter und höherer Ordnung in e: 
T +2 Lim + 3 7) 84 (2 + 2a En He nl. 
Nun sind die Komponenten e, f, g des Fundamentaltensors die zweiten partiellen 
Ableitungen von F? nach & und % und als solche in &, 7 homogen von nullter Dimen- 
sion. Hieraus ergibt sich leicht 


(58) ö,(2) = eF| 








de 3 Br I _9%8_ a og 
(59) dE — Ay EI 5: Z—— Axy®, 0% 3; — 4% Y, dj = A2® 
und 
nn. FB u 


!) Siehe Anm. !) S. 19. 











(65) 


% Kerl 2 r 
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Darın ist 


(61) re Or 


wie man durch direkte Berechnung, z. B. von = aus (14) findet. 


Aus 4, das ın &,% von (— 4)-ter Dimension homogen und kein Skalar ist, 
läßt sich durch Hinzufügung eines geeigneten Nenners ein Skalar bilden 


Ant 5 er OF, FOR, 
(eg — PP)? AF? Ft do: 0% oy 0& 


Wir nennen ‘} den Hauptskalar des allgemeinen Raumes. Er ist aus F durch bloße & 
Differentiationen nach x und % herleitbar und in &, % von nullter Dimension homogen. N 
Daher bleibt er bei Parametertransformation ungeändert und ebenso auch bei 
konformer Transformation des allgemeinen Raumes, d.h. beim Übergang vom 
Raume mit der Grundfunktion F(x, y, 2,%) zu demjenigen mit der Grundfunktion 
x(2,y)-F(x,y,&,%). wobei eine willkürliche (etwa analytisch-reguläre) Orts- 
funktion bedeutet. 

Bei Einführung des Hauptskalars in (58) mittels (59), (61), (62) ergibt sich 
für die gesuchte Änderung der quadrierten Länge des Vektors (£, n) 





(62) ST 


a a rn an 2: 











(63) öl) =4ef a \ (en ve (en —yd = AsgırHl, 


wobei //[/7] den Flächeninhalt des von den Vektoren (x, y’) und (£&, n)[&, 7] 
im Punkte (x, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das Linienelement 
(x, y,&,%) bedeutet (Nr. 9). Wählt man speziell &-E=-h, y=n=k (Nr. 10), 
so geht (63) über in 

(63*) sl?) = — he. 

23. Wir gehen jetzt zu der Frage über, wie sich die quadrierte Länge /? eines 
Vektors (&,n) im Punkte (z,y) in bezug auf das willkürliche Linienelement 
(2, y, &, Y%) ändert, wenn man dieses als ausgezeichnetes Linienelement des Punktes 
ansieht, und die Figur, die aus dem Vektor (£, 7) und dem Linienelemente (%, /) 
a vom Punkte (x, y) nach dem beliebigen unendlich henachbarten Punkte 

x +6öx, y + öy) parallel überträgt. 
Die Änderung ö(l?) bei dieser Parallelübertragung ist 


(64) SP) = (en&? + 2 nn +gnm)ör + (en? + 2feintgen?)öy. 


Berechnen wir die Größen, die ın (64) rechts auftreten! Zunächst folgt aus (37) 
für p,i,k =1,2 in unseren jetzigen Bezeichnungen 








en ai a \ 4, Bi: ji; ar 
N Te a TI te 
1 O&y i a 1 ®y au 1 y u r 1y Pu. 

a 7a tr Ta ee Erz +&#ye 7 Er |. 





wo 0,0 zwei Funktionen von z2,4,%,% bezeichnen, die in &,% homogen von 
(— A4)-ter Dimension sind. Durch Einsetzen der Werte (65) in (49) erhalten wir 
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(6) mn =—TyV, an=hh=trif, e=gn=— tif, ge=trüi? 


mit 
(67) t=F(F;o—F,o). 

t ist also in 2&,% homogen von der Dimension (— 3). 
Beiläufig merken wir noch die Gleichungen 


(68) (eg— f)n =—rF?y, (eg — Pe =+rFi 
an, die aus (66) folgen. 


Die durch (67) definierte Funktion r hängt nun in einfacher Weise mit dem 
Hauptskalar % zusammen. Die Gleichungen (50) geben nämlich, etwa für 
j=k=-lel,m=2 

(50*) er? — Ey = Ep: — En: 

Für die linke Seite von (50*) erhalten wir durch Einsetzen aus (59), (61), (62) 
und (68) 


3 
ee — PP)? r : RR 210 
(69) E12 — eyın = — 4 | ae | (nt + 3eYy)Y°, 





für die rechte aus (66), (67) wegen der Homogeneitätseigenschaft von r 
(70) ers — ey Ti. 
Durch Gleichsetzung folgt ım Hinblick auf (38) 


„8 DUZR; 
F?® ds /extremal 


(71) rt = F(F;o — F,0) = — 





Somit ergibt sich schließlich für die gesuchte Längenänderung 





3 
(eg — f?)? . ’ AN 
En ie 2 .(- on + u 
(72) öl?) = — A F5 (yE— En)’ (8öy — Yör) (7 ARE 
dg r 
_ _ (8 . 72. ]T. 
(7 extremal 


Darin bedeutet /7[//] den Flächeninhalt des von den Vektoren (x’,y') und 
(&,n)[(öx, öy)] im Punkte (x, y) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf 
das Linienelement (x, y, x’, y'). Ist insbesondere (öx, öy) das Element einer zur 
Kurve (x = x(t),y = y(t)) im Punkte (z, y) transversalen Kurve (2 = x(p), y=y(p)) 
und wählt man den Parameter p auf dieser Kurve so, daß im Punkte (x, y) 


r — n.g% — k (Nr. 10), also ö&x = hdp, öy = kdp ist, so folgt für &=h,n=k: 
43 
* 2) _ 7 ur 
(72*) ö(B) = + ar). 


24. Bei paralleler Übertragung der Figur, die aus einem Vektor (£, n) im 
Punkte (xz,y) und dem ausgezeichneten Linienelement (de =xdt, dy = ydt) 
dieses Punktes besteht, ändert sich im allgemeinen die Länge des Vektors in bezug 
auf das ausgezeichnete Linienelement, wie (72) zeigt. Hieraus läßt sich schließen, 


daß män bei paralleler Herumführung dieser Figur um ein infinitesimales Parallelo- 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 27 
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gramm im allgemeinen mit einer anderen Länge in den Ausgangspunkt zurück- 
kommt, d.h. daß eine Sireckenkrümmung vorhanden ist. Wenn (dx, öy) und 
(ö,%, ö,y) die beiden Linienelemente im Punkte (x, y) sind, die das Parallelogramm 
aufspannen, so werden wir also zu erwarten haben, daß eine Gleichung der Gestalt 
gilt: 





_. 213 
(73) 8,808) — dd) -4 EZET Sie; — nö) (dry — dydız), 


wo © ein Skalar ist, der von x, y, &, y abhängt und in &, % homogen von nullter 
Dimension ist. Wir nennen © den Skalar der Streckenkrümmung des allgemeinen 
Raumes. An (73) könnten wir noch eine ähnliche Bemerkung anschließen, wie 
wir soeben im Anschluß an (72) gemacht haben. 


Den Wert von © kann man nun auf zwei verschiedene Arten berechnen. 
Zunächst ist 


(74)  &,ö(®) — 86,(R) 
= [(eng — ea) & + 2(fne — Far)En + (en — ga)m?] (626, Yy — öyö,r). 


Wenn man hierin für ea, eygı usf. die Werte einsetzt, die aus (66) folgen, (71) be- 
- achtet, und das auf diese Weise gefundene Ergebnis mit (73) vergleicht, so erhält man 


fe 


extremal 


Andererseits kann man zur Berechnung der Diflerenzen ea — &s, usf. auch 
die Gleichung (52) heranziehen, die in unserem Falle wegen (53) die Gestalt an- 
nımmt 


(52*) (eg — ?)ne — (eg — ae 
Wegen (66) und (68) gilt 








12 


x? . 
en = Er (eg— Mn: Ahn=— Rn (eg — f)n:» En Ar (eg — f?)n: 





(76) 


72 r2 


9 XL 2 
ea = . (eg Pe: Ie=— 2 es-Pir, gem (es Pe» 





so daß sich die Differenzen ea — eygı usf. auf (52*) zurückführen lassen, wobei 
(29) und (44) zu berücksichtigen sind. Man erhält so für 6, ö(l?) — öö,(l2) einen 
Ausdruck, dessen Vergleichung mit (73) für den Skalar der Streckenkrümmung 
1 er OF ser DER) 


Mm  9-zpr u u me 7 








ergibt. 

Wenn man die Produktdifferentiationen rechts in (77) ausführt und (56), 
(60)—(62) benutzt, so erhält man zwischen den Skalaren 8, W, 5%, © die Be- 
ziehung 


(78) AER5+ES. 
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$ 4. Besondere Klassen von allgemeinen Räumen. 


25. Wir untersuchen zunächst, ob und wie sich die affinzusammenhängenden 
zweidimensionalen allgemeinen Räume (Nr. 4) durch die in $ 3 eingeführten Skalare 
charakterisieren lassen. 

Ein affinzusammenhängender AR, ist gekennzeichnet durch das identische 
Verschwinden sämtlicher dritten Ableitungen von @ und y nach & und %, oder 
nach (65) durch o =o =0. Diese Bedingungen können durch 


(79) t=F-(seF;,—oF,;) =0, oi+oy=0 

ersetzt werden. Die erste Gleichung (79) ist nach (68) auch gleichbedeutend mit 
(80) (ee — f)ı =0 (oder (eg — f?),, = 0) 

und nach (71) und (38) mit 
(81) nt + Sy =0. 


Die zweite haben wir noch durch die Skalare aus $ 3 auszudrücken, wobei wir die 
erste, also auch (80) und (81), als erfüllt ansehen dürfen. Dazu gehen wir aus von 
Gleichung (51), die sich, etwa für 2=m =1, wegen (65) in 

(51*) (eg — Pin — (eg — Plus = — 2Yleg — P)(e& + 0%) 
verwandelt. Nach (80) ist der Subtrahend auf der linken Seite von (51*) Null. 
Für den Minuenden ergibt sich aus (60) bei Berücksichtigung von (29), (44), (61), 
(62), (80) 


| keg — ?)E. 
(82) (eg — Pan = —-YF?hı = — en N yIı- 





Somit reduziert sich die zweite Gleichung (79) wegen (51*) auf %ı =0, und 
aus (81) folgt nunmehr: 

Ein zweidimensionaler allgemeiner Raum ist dann und nur dann affinzusammen- 
hängend, wenn für ihn identisch 

(83) Yı = Ir = 0 
ist. 

26. Es sei nun zunächst der Krümmungsskalar & unseres affinzusammen- 
hängenden A, von Null verschieden. Dann gibt (83) Jı2 = Sızı = 0 und (33**, 
53) — für f=9J— 

(84) SR —- SF; =0. 

Da % von nullter Dimension homogen in &,% ist, so folgt hieraus %; = %, = 0, 
und die Gleichungen (83) vereinfachen sich wegen (27*) zu $; = $, =0. Somit ist 

(85) % = konst. 

Jeder affinzusammenhängende R,, dessen Krümmungsskalar von Null ver- 
schieden ist, hat also einen konstanten Hauptskalar. 

Umgekehrt ist ein R, mit % = konst. offenbar immer affinzusammenhängend. 

Wegen der Invarianz von {% bei konformer Transformation (Nr. 22) geht 
ein solcher R, durch konforme Transformation wieder in einen affinzusammen- 
hängenden AR, mit demselben konstanten Hauptskalar über. 


27. Die affinzusammenhängenden A, mit 8 =0, also K.n = K?ı, = 0 
27” 
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(vgl. (53)) sind euklidisch-affin im Sinne von H. Weyl!), d.h. die durch (9) er- 
klärte Vektorübertragung hängt nur vom Orte ab und ist integrabel. Nun können 
in einem euklidisch-affinen Raum die Komponenten des affinen Zusammenhanges — 


._.. I 1 90 1 0°y 
d.h. hier die Z Zr » 2 8:07’ .o.:. 3 do 
mation sämtlich zum Verschwinden gebracht werden ?). Wenn wir also einen eu- 


— durch eine Koordinatentransfor- 


klidisch-affinen A, von vornherein auf ein solches „lineares‘‘ Koordinatensystem 
beziehen, in dem die Komponenten des affinen Zusammenhanges alle Null sind, so 
sind auch und » (wegen ihrer Homogeneitätseigenschaft) Null. Die kovariante Ab- 
leitung nach dem Zeiger 1 (2) fällt daher mit der gewöhnlichen partiellen Ableitung 
nach x(y) zusammen. Die Gleichungen (44) vereinfachen sich jetzt zuf,=F,=0, 
und zeigen, daß F eine (bis auf die Regularitäts- und Homogeneitätsbedingungen) 
beliebige Funktion von &,% allein ist. Also: 

Die affinzusammenhängenden zweidimensionalen allgemeinen Räume, deren 
Krümmungsskalar beständig Null ist, sind identisch mit den Minkowskischen R,, 
d.h. die Grundfunktion des zugehörigen Variationsproblemes kann durch eine 
Punkttransformation auf die Form F(zx,y) gebracht werden ?). 

28. Aus den bisherigen Betrachtungen der $$ 3, 4 geht hervor, daß sich 
die wichtigsten Klassen von zweidimensionalen allgemeinen Räumen mit be- 
sonderen geometrischen Eigenschaften mit Hilfe des Skalars % und seiner kova- 
rianten Ableitungen kennzeichnen lassen. Unter geometrischen Eigenschaften 
verstehen wir dabei solche, welche gegenüber der Gruppe aller (etwa analytischen 
und) umkehrbaren Punkttransformationen mit positiver Funktionaldeterminante ®) 
invariant sind. 

Wir unterscheiden folgende besondere Klassen von R;: 


I. Die Räume ohne Streckenkrümmung, gekennzeichnet durch 
d? 
(86) J ) 0. 


d s? extremal 


Da in ihnen und nur in ihnen & Veg — f? eine Ortsfunktion ist, wie aus (75), (77), 


(86) und der Homogeneitätseigenschaft von fYeg — f? folgt, so kann man sie 
auch definieren als die R,, in denen eine (nur vom Orte abhängige) Totalkrümmung 
(curvatura integra) 


(87) T = /f aVeg— Pazay 
existiert. (Vgl. auch Nr. 32.) 


Il. Die Landsbergschen Räume, d.h. diejenigen AR,, in denen die Länge eines 
beliebigen Vektors in bezug auf ein willkürliches Linienelement im gleichen Punkte 
bei simultaner Parallelverschiebung beider erhalten bleibt, wenn dabei das Linien- 








!) Siehe Anm. *) S.199, bes. S. 105. 
*) Vgl. etwa H. Weyl, Mathematische Analyse des Raumproblems, Berlin 1923, bes. S. 221. 
») Ein entsprechender Satz gilt für allgemeine metrische Räume von beliebiger Dimensionen- 
zahl. Vgl. Anm. *) S. 191, bes. S. 49. 
*) Siehe Anm. !) S. 197. 
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element als ausgezeichnetes Linienelement (Nr. 3) betrachtet wird. Sie sind nach 


(72) durch 
Cy 


d $ / extremal 


= 0 





charakterisiert. 

Wir haben diesen Räumen den Namen von Landsberg beigelegt, weil sie 
identisch sind mit den von Landsberg!) untersuchten A,, in denen es ein Gegen- 
stück zum Gauß-Bonnetschen Integralsatz gibt. (Siehe Nr. 30.) 


III. Die affinzusammenhängenden Räume, gekennzeichnet durch 


(83) Yı = ar =0. 
IV. Die Gaußschen Räume, die nach (59), (61), (62) durch 
(89) 3=0 


charakterisiert sind. 

Jede dieser Klassen von zweidimensionalen allgemeinen Räumen ist in sämt- 
lichen vorhergehenden als besonderer Fall enthalten. 

29. Bisher ist kein Beispiel für einen nicht affinzusammenhängenden Lands- 
bergschen Raum oder Raum ohne Streckenkrümmung bekannt. Alle affin- 
zusammenhängenden Räume mit konstantem Hauptskalar % werden in Nr. 38 be- 
stimmt werden. Es sind die folgenden: 

1. Typus ’?). 

(a) F = (L,& + MW)” (L,& + MW)", 


wo etwa L,, My, Li, M, Ortsfunktionen mit positiver Determinante (L,M,—L,M, >) 
sind und r,r, (reelle) Konstanten, die den Bedingungen 

(b) nr <0, n+n=1 
genügen. Wir beschränken uns in jedem Punkte auf die Betrachtung der Werte- 
systeme &, %, für welche zugleich 

(c) L,& + M,Y>0, Ltz+M,y>d. 
Der Hauptskalar hat hier den Wert 

Inn 


(d) 3-37 





— Tor 


2. Typus. 








e) F=YViba+ My” +(LE+Myrre Mirim, 


Wo Lo; My, Li, M, dieselbe Bedeutung haben, wie oben, und k eine Konstante ist. 
Die Wertsysteme &, y mögen wieder durch (c) beschränkt sein. Hier ist der Haupt- 
skalar 


V = 05° 


— 


') a. a. O. Anm.) S. 191, b) und ce). 
®) @. Landsberg, a. a. O. Anm.°) $. 191, c), bes. S. 334f. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 3. 
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3. Typus. 


L,2+ M,V 


(8) F=(Lä + Mi)e "tr, (=), 


wo die gleichen Bezeichnungen und etwa auch Beschränkungen angewendet sind 
wie vorhin. Hier ist 


(h) I=e. 


Es sei bemerkt, daß die bei E. Nohel!) auftretenden und später auch von 
A. Maccone ?) untersuchten zweidimensionalen allgemeinen Räume, die eine drei- 
gliedrige kontinuierliche Gruppe von Punkttransformationen zulassen, entweder 
Gaußsche Räume oder Minkowskische Räume der Typen (a) und (g) sind. Diese 
Räume finden sich im Grunde genommen — allerdings ohne Angabe ihres Bogen- 
elementes — schon bei $. Lie®). Dort tritt auch der entsprechende Raum des 
Typus (e) auf, der bei den beiden anderen Autoren nicht ausdrücklich vorkommt, 
weil diese im komplexen Gebiet arbeiten, und die Typen (a) und (e) im komplexen 
Gebiet nicht verschieden sind. 





!) E. Nohel, Zur natürlichen Geometrie ebener Transformationsgruppen. Sitzungsber. Ak. 
Wien 123 (1914), Abt. IIa., S. 2085—2115, bes. die Gruppen 16, 20, 25. 

2) A. Maccone, Le geometrie di Sophus Lie e le geometrie non pitagoriche in generale. 
Lincei Rend. Rom (5) 321 (1923), S. 327—331. 

®) Siehe $. Lie und F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen Ill, Leipzig 1893, S. 435 ff. 


Der von Herrn Hofrat Dr. Dr.-Ing. Alfred Ackermann-Teubner in Leipzig 
im Jahre 1942 bei der Universität Leipzig errichtete „Alfred Ackermann-Teubner- 
Gedächtnispreis zur Förderung der Mathematischen Wissenschaften‘ ist in diesem 
Jahre durch das Preisgericht Herrn Professor Dr. Wilhelm Blaschke in Hamburg 
für sein Buch „Kreis und Kugel‘ zuerkannt worden. 
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auf einen bestimmten Gegenstand bezügliche Literatur ın bequemer Anord- 
nung nach. Bei den größeren Arbeiten wird durch kurze sachliche Referate 
der wesentliche Inhalt der Untersuchung wiedergegeben, und die gleichartigen 
Beobachtungen werden zu Sammelberichten zusammengefaßt. 
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Uber zweidimensionale allgemeine metrische Räume. 
Von L. Berwald in Prag. 


II. Teil. 





$5. Zusammenhang mit den Untersuchungen von Landsberg. 


30. Die bisherigen Entwicklungen setzen uns in den Stand, den Zusammen- 
hang zu erörtern, in dem unsere Untersuchungen mit denen von G. Landsberg 
über die Krümmung in der Variationsrechnung stehen. 


Landsberg führt zunächst für eine beliebige Kurve in einem R, eine absolute 
Differentialinvariante des Grundintegrales (1) gegenüber Punkt- und Parameter- 
transformationen ein, die er die extremale Krümmung der Kurve im Punkte (x, %) 
nennt: 

(90) 1 _Fa—Fw+ Fi) — 5) 1), 

” VF®F, 


Sodann sucht er durch Subtraktion eines vollständigen Differentiales von dem 





u u 
Differential zZ u erreichen, daß die Differenz nur mehr von x, y und den ersten 


Differentialen dx, dy abhängt. Zu diesem Zwecke definiert Landsberg als Winkel © 
das Integral 


(9) ® = [ (kdy — ydi) FR 


wo bei festem (x, y) zu integrieren ist. © ist dann in &,% homogen von nullter 
Dimension und nur bis auf eine additive Ortsfunktion bestimmt. Der Winkel 


zweier Richtungen (2),- gu und (G) = im Punkte (x, y) ıst aber durch das 


von g, bis g, erstreckte Integral (91) eindeutig erklärt. Der Differentialausdruck 


ds ä 
(92) 7% 49 = Sdt, 


wo d® das vollständige Differential der durch (91) erklärten Funktion von z, y, &, % 
bedeutet, hängt dann nur noch von z,y,dx,dy ab. 





!) Diese Differentialinvariante, die sich im G@außschen Falle auf die geodätische Krümmung 
reduziert, wurde gleichzeitig auch von A. L. Underhill, a. a. O. Anm.'), S. 192 angegeben. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4. 29 
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Landsberg beschränkt sich nun auf den Fall, daß Sdt ein Pfaffscher Aus- 
druck ist: 


(93) Sdt = Pix,y)dx + Qix,y) dy. 
In diesem Falle ist das über ein Gebiet & erstreckte Flächenintegral 
‘/(9P OQN\,_ 
(94) TS] ey 72) 0200 


nach dem Greenschen Satze gleich dem Integrale 


— [ (Paz + Qdy) = — f Sat, 
R 


R 
erstreckt über den Rand R des Gebietes ©. Durch Einsetzen des Wertes (92) für 
Sdt ergibt sich so folgende Verallgemeinerung des Gauß-Bonnetschen Integralsatzes 


(95) r+/[2 = [ae 1). 
R R 


Das Flächenintegral T nennt Landsberg die Totalkrümmung oder curvatura integra 
von ©. Wenn man zu © eine Ortsfunktion addiert, so vermindert sich $Sdt nur 
um das vollständige Differential dieser Ortsfunktion und 7 bleibt daher ungeändert. 
31. Wir haben nun anzugeben, wie sich die bei Landsberg auftretenden Größen 
durch die von uns eingeführten ausdrücken, und welche Bedeutung die von ihm 
eingeführte Beschränkung hat, daß Sdt ein Pfaffscher Ausdruck ist. 


Zunächst folgt aus der Definition (91) des Winkels 








ng u #8 
0:--oV% ut, 
(96) Er 
= +7 =+i nd 
also 
(97) d® = 10, +30, + (2Yy — Y&) 13 dt. 
Weiter ist nach (90) und (8) 
1 ER u 
(90*) = Vawöt+n-setn. 
so daß man hat 
(98) Sdti = = — d®O = — (Yı1r +9®RY)dt. 
Die Landsbergsche Annahme läßt sich also folgendermaßen schreiben 
(99) On: + 92% = — P(z,y)E — Q (x, y)Y. 


Da © und daher auch ©,1,©;. von nullter Dimension homogen in 2, % ist, so 
ergibt sich hieraus durch Differentiation nach &, % 





!) Das rechts stehende Integral ist von @. Landsberg für Grundfunktionen F', die algebraisch 
von £,y abhängen, eingehend diskutiert worden (a. a. O. Anm. °) c), S. 191, bes. S. 339 ff.). 
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91 — (Yıy — Mn) Y = — Pie, . 
100 | i 
ie 92 + (On — 9a;) = — Qt 
Nun ist aber nach (34*), - (44), (96) 
| O1: = 9n = _ (Veg— Pn, Op; = 9 = — A (Veg— Pr; 
(101) 
T EEE ——,— 
| m met (Veg — dn; a; = rn = + na (Veg— Pr» 
also wegen (68), (71) 
(101*) 91, = 9a = 2 F ‚ay(S8 RR. 


Somit besagt gemäß (100) die Voraussetzung von Landsberg über den Differential- 

ausdruck Sdt, daß ©,, ©, bloße Ortsfunktionen, ihre Ableitungen nach &, y also 

Null sind. Diese Bedingungen reduzieren sich nach (101), (68), (71) auf die einzige 
a 

er a ch 

Landsberg betrachtet demnach diejenigen R,, die wir oben (Nr. 28) nach ihm 
benannt haben. 

32. Es bietet jetzt keine Schwierigkeit, die Landsbergsche Totalkrümmung 
(94) durch die von uns eingeführten Größen auszudrücken. 

Da P,Q nach (92), (93) die Komponenten eines kovarianten Vektors sind 
und nur vom Orte abhängen, so ergibt (30*) für &2 =P, &,=Q,i=1,k=?2: 
oP 00 
oy 9x 
wenn wir P,Q durch ihre Werte (100) ersetzen und (101*) berücksichtigen. Aus 
$ 3, (33**) und (96) folgt jetzt unmittelbar: 
oP 20 
oy 9x 

Die Landsbergsche Totalkrümmung T ist somit identisch mit dem in Nr. 28 
ebenso genannten Flächenintegral. 


33. Im Anschluß an das Vorhergehende deuten wir noch kurz an, wie man 
auf dem von Landsberg eingeschlagenen Wege zum Krümmungsskalar & auch 


(102) = P% Be Qn= BR ee (9,12 u. 921) , 


(102*) = &YF®FR = RVeg— PR. 


t 
dann gelangt, wenn (92) kein Pfaffscher Ausdruck ist. In diesem Falle ist f Sdt 


2 
das Grundintegral eines regulären Variationsproblems, d.h. die Funktion 
Si be I u Sy 








ist nicht Null. Der Differentialausdruck 
Sy — Im — S,lay — yE), 


der gleich Null gesetzt die Differentialgleichung der Extremalen des Variations- 
problemes gibt, hat den Transformationscharakter einer skalaren Dichte, und 


da YF®?F, den gleichen Transformationscharakter hat, so ist 


29% 
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Syi we Sy X S,(2% EB Yy%) 
VF®F, 


ein Skalar. Setzen wir in ihm für &y — y& den Wert, der sich aus der Differential- 





gleichung (5) der Extremalen des Variationsproblemes ö S F di=0 ergibt, so 
erhalten wir " 
Fi — Fyi 

F __ Sie Son 

VF’F, F®F, 
und wenn wir hierin für $ seinen Wert — (91% + ©,2%) setzen, so folgt nach 
leichter Rechnung, bei der (101), (68), (33**), (96) zu berücksichtigen sind, 
(Far — Fi) u a — Syi) a 
(FF})’ 


Der Landsbergsche Fall ist in dem eben betrachteten enthalten, wenn man die 
Voraussetzung $5, +0 fallen läßt. 

Das auseinandergesetzte Verfahren kann offenbar allgemein dazu dienen, 
aus einem Skalar 5, der in &, % von erster Dimension homogen ist, einen neuen zu 
bilden, der es von nullter Dimension ist. Die Voraussetzung der Homogeneität 
erster Dimension ist dabei noch unwesentlich. Denn wenn S$, einen in £,% von 
p-ter Dimension homogenen Skalar bezeichnet, so ist S,F'” von erster Dimen- 
sion homogen in 2, y!). 

34. Wir schließen diesen Paragraphen mit einigen weiteren Bemerkungen 
über den Winkel von Landsberg, den Krümmungsskalar und die in $ 3 eingeführten 


Skalare. 
Der Landsbergsche Winkel © ist in x,% von nullter Dimension homogen, 


Sy — Sy + 9, 








’ 


(103) 





also eine Funktion von x, y und - allein. Das gleiche gilt auch von den Skalaren 


El 


KR, YA, ©. Indem man umgekehrt 5 als Funktion von xz,y und ® auffaßt und 


Pr 


diese Funktion für = in 8, 5%, U, © einsetzt, werden also diese Skalare Funktionen 


von x, y, © alleın ?). 


[7 


“Da nach (96) 
6) ‚Veg—f 8 6) ‚Veg—f 8 


96* — GE . —-=+t 
wm) 3 ‚TR 86 y "TR 56 








!) Die in Nr. 33 gegebene Herleitung des Krümmungsskalars dürfte neu sein. Der Grund- 
sedanke des angewandten Verfahrens findet sich schon bei Th. de Donder, Sur les invariants du 
calcul des variations; C. R. Paris 155 (1912), S. 577—580, wo indes nur die Invarianz gegenüber 
Punkttransformationen, nicht auch gegenüber Parametertransformationen betrachtet wird. 

2) Wir bezeichnen diese Funktionen von x, y, ® mit denselben Buchstaben, wie die Funktionen 
von 7, y, X,,y, aus denen sie auf die angegebene Weise entstanden sind. Da wir nur Differentia- 
tionen nach &,jy bezw. © betrachten, sind Zweideutigkeiten ausgeschlossen, 


sehe 


er er re 4 
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so ergibt (57) 











m 
1=--, 4 
Ebenso erhält man aus (60) und (62), bezw. aus (77) 
1 OlogVeg — f? 1 o(RVeg — f?) 
wu 1 I, 6-- 2Veg — £ 2 n, 
woraus sich insbesondere 
(104*) Veg PR = e/34@ 
ergibt. 


Für die R, ohne Streckenkrümmung (Nr. 28, I) und nur für diese ist somit 


Ke/3d49 Ortsfunktion. Speziell ist für jeden affinzusammenhängenden R, entweder 
8®=0 oder % = konst., und daher Ke?39 Ortsfunktion. 


8 6. Über eine Klasse von zweidimensionalen allgemeinen Räumen, 
in denen der Landsbergsche Winkel ohne Quadratur bestimmt werden kann. 


35. Im folgenden beschäftigen wir uns mit denjenigen R,, für welche V£ 


eine quadratische Form in &,% ist: 





(105) V;- = Zu — = e2°+2f2% +09, (e,f,g Ortsfunktionen). 
eg — 


Dabei schränken wir Me die Betrachtung in jedem Punkte auf jene 
Wertesysteme &,% ein, für welche ex®+2fx2%-+ a9? > 0. Der Ausdruck rechts 
ın (105) hat gegenüber Punkttransformationen den Transformationscharakter des 
reziproken Wertes einer skalaren Dichte, so daß ea —f? ein Skalar ist. 


Wenn eg —}?=0, so können wir setzen 





(106) ea +2 tar Vi =: (3? +2 fiy + ER), 
“E - 


worin ©dx? +2 fdxdy + Zdy? eine quadratische Differentialform mit nicht ver- 
schwindender Diskriminante bedeutet, die im Falle eg—f?> 0 positiv-definit, 
im Falle eg — f? < O indefinit ist. Wir denken uns diese (nicht eindeutig bestimmte) 
Differentialform nach Division durch di? auf die Gestalt gebracht 

(107!) (eg—f?>0): 22 +2fiy+ ZW = (L&+ MW + (L&i+ MW), 
A07m)  (eg—f<0): 2 +2fiy + gg = (Lok + M,Y) (Lö + Mı9). 

Es ist dann 
e9-f?>0: eg—-f=(L ” — L,M,)?; 


eg—?<0): eg—fP= -z (L,M,— LM): 


so daß e,f,g die Werte haben 
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N ae Vea—f? 2 
A108) (eg—f?>0): = ig üt2. 


RR: Ves—f? wei Veg—f? 2 2 
N EEE DE ED. 











vr—eg 
2 . . 
AOBM) (eg P<0: ey ll: 


. vi? —eg ui vr? — eg ‚9 
= om .Lm KM +LM), 9- „m _Lm MM 


Im Falle eg— P?=0 setzen wir 


(108m (eg—f=0): e 








* L; ____ Z6M) 
"LM-LM '"UM-LM,' 
” M; 
ICH —- LH, 
In allen diesen Formeln bedeuten Z,, M,, L,, M, Ortsfunktionen mit positiver 
Determinante (L,M, — L,M, > 2). 
36. Der Winkel © von Landsberg bestimmt sich in unseren R, aus 














Y x 
97, GG; = — — = ; 9, = > -—. 
tmReN ex? + 2fzy +0gy r Tora + 992 


Durch Integration dieser Gleichungen und Einsetzen der Werte (108) für e,f,g 
erhält man, je nachdem eg — ?=0, für © folgende Werte: 


l. eg—f?>0. 























(110%) 9 — aratg [| FU) 4 ur, y); 
eg —f? Lot E= MY 
II. eg—?<0d. 
(1101) 0 — . lo en: 
2yf?—eg L,&+ MW 
III. eg—f=0. 
L,< + M,Y 
III u 1 


In (140) bedeutet y eine willkürliche Ortsfunktion. 
Im Falle eg — f? > 0 ist, abgesehen von einer additiven willkürlichen Orts- 


funktion, 


(111) 


Vea—p 
wo ©, den Winkel von Landsberg für den Gaußschen R, mit der Grundfunktion 
F =Y(Loe& + Mu)? + (Li& + My): 


0» 





bedeutet }). 
37. Wir haben jetzt e,f, g wirklich zu berechnen und die in Rede stehenden 


Räume in invarianter Weise zu kennzeichnen. 


Y%) Im Fall eg —f?<<0O wäre der indefinite Gaußsche R, mit der Grundfunktion 
F - Y(Lo&® + M,Y)(L,# + M,ü) heranzuziehen. Über den Winkel in solchen indefiniten G@auß- 
schen R, vgl. @. Landsberg, a. a. O. Anm. ®) a) und c), S. 191, bes. S. 344 #. 
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Aus (105) ergibt sich, wenn man halbiert, nach & und % differentilert und 
(16) sowie (60)—(62) benutzt, 


ei +fY fä+gV o 



































(112) ex+fy= +3 Kt ———)ı 
| pP Ves— 
Durch abermalige Differentiation nach &,% erhält man 
8 e „et +fY ER; 
f ez+fü u 1 03 
j un — 2 N) > + a) + Y, 
Ma). Vee— " " 
us f alt+38 Br 7? 
Veh BITTE" 
g fe +gV „ 09% 
5 ee A 
woraus noch 
(114) ep a le FH _ aD 
Veg—P 0 
folgt (vgl. Nr. 34). 
Die Bedingungen A Bi; 0 reduzieren sich auf eine ein- 
gungen 3; = a Te y . 


zige, weil e,f, g in &, % von nullter Dimension homogen und außerdem die 
zweiten Ableitungen einer und derselben Funktion nach &, y sind. Diese Bedingung 
drückt auch aus, daß eg —f? von &,% oder, was auf dasselbe herauskommt, von 
© unabhängig ist. Sie lautet 

0? ER: 


(115) =( 








oder in z&,y geschrieben 
P (DICH) _ı EI BFOr , SIR) _o 

eg — fl 9a \Oy oxoy oz o0y  9Oy?: \oy 
Genügt umgekehrt % der Gleichung (115*), so sind die — jetzt durch (113) defi- 
nierten — e,f, g Ortsfunktionen, und Multiplikation der Gleichungen (113) be- 
züglich mit 22, xy, y&, y® sowie Addition ergibt (105). 

Die betrachteten zweidimensionalen allgemeinen Räume sind somit durch (115) 
oder (115*) in invarianter Weise gekennzeichnet. 

38. Für jeden R, der in Rede stehenden Klasse läßt sich die Gestalt der Grund- 
funktion explizite angeben. 


Zunächst folgt nämlich aus (105) 
F | — 
lo = — — logYeg — f?. 
i (ver + 28% Fon) BR 
Die hier auftretenden Funktionen sind in &,% von nullter Dimension homogen 
und lassen sich daher auch (Nr. 34) als Funktionen von x, y. © auffassen. Setzt 


(115*) 

















(116*) 
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man in (146*) für den rechts stehenden Ausdruck seinen aus (104*) folgenden 
Wert, so ergibt sich 


(116) F=Ve® + 3fa9 Fopef"®. 


Zur Bestimmung von % als Funktion von © dient jetzt die Differential- 
gleichung (115), die in (114) bereits in einmal integrierter Gestalt vorliegt. Bei 
der weiteren Integration unterscheiden wir zwei Hauptfälle, je nachdem der Haupt- 
skalar ‘$ Ortsfunktion (also von © unabhängig) ist oder nicht. 


Wenn {% Ortsfunktion ist, so vereinfacht sich (114) zu 

(117) g—P=1—-%, 
und wir haben entsprechend den drei Fällen von Nr. 35 zu unterscheiden, ob 
%>1 ist. In (116) ist jetzt / 3d® = 39, wobei zu beachten ist, daß die will- 


kürliche Ortsfunktion schon in © steckt. Wenn wir noch für e, f, g, © ihre Werte 
aus (108), (110) einsetzen und die multiplikative willkürliche Ortsfunktion in 
Lo; Mo, Li; M, hineingezogen denken, so erhalten wir 























Ki 
3 arctg L,2 + My 
(1181) F=Y(L& + MIR + (LE+ MT 3 re 
u >73 
3 
| Ä - L,& + My 
agu dei | | ‚(in 1 
1180)  F=Ybä+ Mi)(lıa + My) Gerer 
an 1+ EM 
= (bo® + u ‚7 .(LöE+ a =). 


L,xz + My 


Asm)  F=(Lä+ Mi) eher Mi, 

Alle allgemeinen zweidimensionalen Räume, deren Hauptskalar eine bloße 
Ortsfunktion ist, gehören also einem der Typen (118) an. Insbesondere sind durch 
(148) mit % = konst. alle affinzusammenhängenden R, mit konstantem Hauptskalar 
gegeben. Jeder affinzusammenhängende R,, der kein Minkowskischer Raum ist, 
gehört notwendigerweise einem der drei Typen (118) mit % = konst. an. 

Wenn zweitens % keine Ortsfunktion ist, so sind bei der Integration von 
(114) die drei Fälle eg — 21 zu unterscheiden. Man erhält für $: 


119) A (eg—?>1): IJ=—Veg——1 tg (Veg—P—1-0); 
(120) B. (eg—f?<1): Z=Yl—eg+f-cotgh Yl —eg-+f?-®); 


(121) C. (eg—f =1): g=2. 

















Wenn man diese Werte in (116) einführt, fi %d® berechnet und schließlich 


wieder e,f, 9, @ durch ihre Werte aus (108), (110) ersetzt, so ergibt sich das 
Resultat: 
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Jeder zweidimensionale allgemeine Raum der von uns betrachteten Klasse, 
dessen Hauptskalar keine Ortsfunktion ist, hat eine der folgenden Grundfunktionen: 


A. eg —fP>1. 























(122 A) F = Y(L,& + MW): + (LE + My) 
eg p—1 Lö+MW\ , ,]: 
- COS IV op arctg L&+ Mi) + pP; 
B. eg — <1. 
l. eg—f>0. 
12Bl) F=Ydl&+ MW? + (Lıx + My) 
ITEi: L,&+ MıYW\ | |: 
-sinh li —_R arctg (DEM 94; 
Il. eg —? <O0. 
Ä ya 1 Ye 
y(Lo& + Mo)l Te + — (La + My) 7-8 
12Bll) F= Y 








1 Bun 
+r—eg -ı) 


KLo2 + My) (2 + My) alazzz OR 
III. eg—f?=0. 


" L\3 


C. eg—f =1. 
12C) F=Y(b&+ MY) + (L:+ MV) - \aretg ( u #2) + v|. 
+M, 0Y 

In diesen Formeln haben Z,, My, L}, M, dieselbe Bedeutung wie in (108); eg — f? 
sowie » sind beliebige (analytisch- sdline) Ortsfunktionen. 

Zu dem Typus (122 B II) gehört auch der AR, mit der Grundfunktion 

3 43 
(a) r-PEt+WV 
”y 

der in der projektiven Flächentheorie eine Rolle spielt '). Man erhält die Grund- 
funktion (a) aus (122B II) für 








(8, y Ortsfunktionen; $y #0), 


PB)  e=g=0; Br: L=M,#0; L=M=0, 


wenn noch 





1) 3 F ist das projektive Linienelement von G. Fubini für eine nicht geradlinige Fläche mit 


reellen Asymptotenlinien in Asymptotenparametern x, y; siehe etwa @. Fubini-E. Öech, Geometria 
proiettiva hr aa I., Bologna 1926, S. 67. 


Die mit TE multiplizierte extremale Krümmung einer Kurve in bezug auf die Grundfunktion 
(«) hat Herr E. Bompiani, Costruzione di invarianti proiettivo-differenziali di una superficie. Lincei 
Rend. Rom (6), 211 (1925), S. 466—470 die „pangeodätische Krümmung“ der Kurve genannt und geo- 
metrisch gedeutet. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4. 30 
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(y) yL,=ß, „=? 
gesetzt wird. Der Hauptskalar hat hier den Wert 
(6) g-- —eH 





2y2 Ba ty 
Der RA, mit der Grundfunktion (a) besitzt im allgemeinen eine Strecken- 
krümmung. 


39. Wir wenden uns nun wieder zu den R,, deren Hauptskalar eine Orts- 
funktion ist, und beweisen folgenden Satz: 


Ein zweidimensionaler allgemeiner Raum, dessen Hauptskalar nur vom Orte 
abhängt, hat dann und nur dann keine Streckenkrümmung, wenn er affinzusammen- 
hängend (sein Hauptskalar also konstant) ist. 


Zum Beweise berechnen wir zunächst für den Fall, daß % Ortsfunktion ist, 
die Funktionen o F; — oF,, 0o& + 0%, deren gleichzeitiges identisches Verschwinden 
einen ze R, kennzeichnet. Dabei ist zu berücksichtigen, 
daß in diesem Falle 





(123) In =, Se = dr 
ist. Nach (71), (38) und (123) hat man dann 
_ 3 
(124) ae = ET Gary. 


Schreibt man ferner (51*, $ 4) in die Gestalt 


(51**) 











(GE .. =) a1 (5 zu. rm Er eg 


um, so findet man mittels (105), (112), (123) nach einiger Rechnung, bei der (60), 
(62), (68), (71) zu benutzen sind: 


_ 2,3 
(125) est og ETF m, — Ar). 


Jetzt gehen wir von der Bedingung (86) für einen Raum ohne Strecken- 
krümmung aus. Sie reduziert sich, weil % Ortsfunktion ist, auf 


SE) ui 2 Ey ıy=0. 
Dreimalige Differentiation von (86), z. B. nach x, führt bei Beachtung von (65) zu 
(126) .o—yo=0. 


Für % = konst. ist (86*) identisch erfüllt. Wir zeigen jetzt, daß die Annahme, 
‘ sei eine nicht-konstante Ortsfunktion, mit (126) und daher auch mit (86*) unver- 
einbar ist. 


Bei dieser Annahme folgt nämlich aus (126) 
' (126*) e=p%; o=p.y%; 
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wo p eine Funktion von z, y, &,% bedeutet, die in &,y% von (— 4)-ter Dimension 
homogen ist. Durch Einsetzen dieser Werte in (124), (125) ergibt sich 











u a ” h(eg — f2)? u 
(124 ) P%F; “ Sy Fi) . F> (zT + 3vY) ’ 
. Z(es — f2)3 
(125*) Pie + I) = ET m, — Fr). 
Hieraus erhält man zunächst 
u 
(127) _S2u6 N (€ =1) 


und weiter durch Einsetzen dieses Wertes in (124*) oder (125*) 








u 3) nt ey) 
oder wegen (112) 
18) LFI -IE+IN hl + ItE)N)- 


Da e,f, g, % Ortsfunktionen sind, kann (128) identisch in x, %y nur so bestehen, 
daß einzeln 


Cy u Cy 
198* = —-3+e) 
. i+3—e) = Ye 
ist, und hieraus folgt, da nach Annahme $%,, %, nicht beide Null sind: 


(129) eg -P+9-—e?=0 
oder wegen (117) 
(129*) gas, 


was der gemachten Annahme widerspricht, daß “% eine nicht-konstante Ortsfunktion 
ist. Somit ist notwendigerweise % = konst., w. z. b. w. 

40. Mit dem soeben bewiesenen Satze verwandt ist folgende Kennzeichnung 
der affinzusammenhängenden Räume mit 8=+0: 


Die affinzusammenhängenden Räume, die keine Minkowskischen Räume sind, 
sind die einzigen zweidimensionalen allgemeinen Räume mit ®=+0, deren Krüm- 
mungstensor nur vom Orte abhängt und deren Streckenkrümmung zugleich identisch 
verschwindet. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß wegen +0 nach (53) und (13) 
der Krümmungstensor dann und nur dann vom Orte allein abhängt, wenn der 
Grundtensor der Krümmung linear in &,% ist. Wegen (54) ist dann ®F? eine 
quadratische Form in &,Y. Andererseits ist das identische Verschwinden der 


Streckenkrümmung gleichbedeutend damit (Nr. 28, I.), daß R®Yeg — f? Orts- 
funktion ist. Division beider Ergebnisse führt zu (105). Die gesuchten Räume 
gehören also zu der in diesem Paragraphen betrachteten Klasse. Daher folgt aus 


(53) und (112) 
30* 
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vr 
(130) 4 ' ei + fy 
KK. =+(8Yeg— P) Fu Ta (RYyes— Plei+ ft -MN- 


Die rechte Seite ist dann und nur dann linear in &, 7, wenn % Ortsfunktion ist. 
Die gesuchten Räume sind demnach identisch mit denjenigen R, ohne Strecken- 
krümmung, deren Hauptskalar eine Ortsfunktion und deren Krümmungsskalar 
von Null verschieden ist. Die beiden ersten Eigenschaften kennzeichnen nach 
Nr. 39 die affinzusammenhängenden Räume mit konstantem Hauptskalar, die 
letzte schließt die Minkowskischen Räume aus. 


Prag, am 29. Juni 1926. 
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Über numerische Lösungen der Kongruenz 
w"—1=0 (mod p°). 


Von Robert Haußner in Jena. 





Durch Untersuchungen über die Kongruenz 
uw —1=0 (mod p?) 
wurde ich zu der Vermutung geführt, daß u = 2 nur dann eine Wurzel dieser Kon- 
gruenz sein kann, wenn p eine Primzahl von einer bestimmten Form ist. Um diese 


Vermutung auf ihre Richtigkeit zu prüfen, berechnete ich die Reste von 2" —1 
für die zwischen 2000 und 5000 gelegenen Primzahlen dieser Form, deren es nur 
10 gibt. Für eine einzige von ihnen, nämlich 


p = 3511 


ergibt sich der Rest Null. Nun ließ ich durch zwei geübte Rechner die Reste von 


2?! _ 4 modulo p? für alle Primzahlen bis 10000 berechnen. Für keine weitere 
Primzahl als 3511 ergab sich der Rest Null, was immerhin eine gewisse Stütze 
für meine Vermutung darstellt. 


Die Tafel der berechneten Reste ist in dem Archiv for Mathematik og Natur- 
videnskab (Oslo), Bd. 39, Nr. 2, 1925 abgedruckt und enthält für alle Primzahlen 


des angegebenen Intervalles die Zahlen 7 = dem, ‚ wot den Exponenten bezeichnet, 





zu dem die Zahl 2 (mod p*) gehört,.die Reste A des Quotienten — ei (mod p) 


p—1 


und die Reste W= r/ von (mod p). Die in meiner Tafel benutzten 





Bezeichnungen sind die von Herrn W. Meißner, der die erste Primzahl p = 1093 
mit dem Reste W = 0 gefunden und die Reste W für alle Primzahlen bis 2000 
veröffentlicht hatte !). 

Bald nach der Veröffentlichung meiner Tafel erschien eine ähnliche von 
Herrn Beeger ?), aie alle Primzahlen von 5000 bis 14000 umfaßt, aber nur die Reste A 
angibt. Durch sie wurde ich erst auf eine früher erschienene, mir aber unbekannt 





!) Sitzungsber. d. Königl. Preuß. Akad. d. Wiss. Bd. 35, S. 663 (1913). 
2) Messenger of Mathematics, Bd. 55, S. 17—24 (1925). 
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gebliebene Tafel desselben Verfassers für alle Primzahlen zwischen 2000 und 5000 
aufmerksam!). Die besondere Bedeutung von p = 3511 ist demnach von Beeger vor 
mir veröffentlicht, während sie ungefähr gleichzeitig von uns Beiden gefunden ist. 

Herr Meißner teilt eine sehr elegante Verifikation der Kongruenz 


21092 — 4 (mod 1093?) 


mit, die aber sich nicht verallgemeinern läßt, da sie auf besonderen Kunstgriffen 
beruht. Das folgende Verfahren ist von solchen Kunstgriffen frei und hat den Vor- 
zug nicht nur für jede Primzahl anwendbar zu sein, sondern auch leicht die Reste 
von ur-1 — 4 (mod p?) für beliebige Werte von u zu liefern. Setzt man 

(1) w"=1-+p:q, (mod p?), 


so gelten bekanntlich für beliebige ganze Zahlen a, 5b, z die von Eisenstein zuerst 
aufgestellten Kongruenzen 


(2) Geht: 

9) wi. m (mod p). 
4 

(4) Gerne un q, u a 


g, ıst also mit W in meiner Tafel identisch. 
Als Ausgangspunkt wählt man dann irgendein Gleichungensystem, z. B. 


p—1 
= = PEN “ur 
+1J' 
2 
das meistens mit den kleinsten Zahlen zu rechnen gestatten wird. Aus ihm folgen 
nach (4) die Kongruenzen 


(9) p—r=s 
s=p—A,p-—2,..., 


1 
(6) ,+—=gq, (mod p). 


Die Zahlen r und s zerlegt man weiter mit Hilfe einer Faktorentafel in ihre 
Primfaktoren r’,r”’,...;s’,s”’,... und benutzt noch die Kongruenzen (2) und 
(3), um g, und g, weiter zu zerlegen. Aus den Kongruenzen (6) kann man dann 
stets, wie Arwin ?) gezeigt hat, ein System von m linear unabhängigen Kongruenzen 
auswählen, in denen nur die m ersten Primzahlen vorkommen, und die zugehörigen 
Reste g berechnen. Will man für weitere Primzahlen die Reste g erhalten, so hat 
man noch weitere passend gewählte Kongruenzen (6) zu benutzen. 


So nimmt man für p = 1093 
r: 4=22|15=3-5 
s: 33.112| 2-73.11 


125 = 5? 
2°. 11? 


64 = 2° 
3.7? 


121 = 11? 
22.35 














!) Messenger of Mathematics, Bd. 51. S. 149—150 (1922). 

2) Die Kongruenz (+1)? — AP — 1==0 (mod p’) und die Natur ihrer Lösungen. Lunds 
Universitets Ärsskrift. N. F. Ard. 2. Bd. 17. Nr. 2. Von der Beschränkung, daß die ersten m Prim- 
zahlen für die Bildung des Kongruenzensystems genommen werden, kann man sich frei machen, 
und andere den zu berechnenden Resten entsprechend gewählte Primzahlen nehmen, wodurch die 
Rechnung oft wesentlich gekürzt werden kann. 
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und erhält die m =5 Kongruenzen (mod 1093): 


— 29, + 293 + 291, = 1 = —273 
R— %5— %t+2% + = ik = 510 
—6,+ 9 +39 = 22 
29, +59; — 291 = sr = 271 
343 — 38 + 291 = 135 = 376, 
die 
%=0, B=dl2, E10, P=EIN5, yzR 
liefern. 
Durch Addition der ersten und vierten Kongruenz folgt die Kongruenz 
7, = —2, 


oder rückwärts die Gleichung 
3”’=2pH+1, 
die Salie!) mit zum Ausgangspunkte genommen hat. Ist sie auch einfach, so ist 


sie doch nur durch Probieren zu finden, während die durchgehende Benutzung 
von (5) bzw. (6) ein systematisches Vorgehen ermöglicht. 


Will man z. B. noch g,, berechnen, so braucht man nur zu beachten, daß in 
(5) fürr =5, s =29%.17 ist, und demnach die Kongruenz 


69 + gr =9 +4 oder gy= 4, + 656 
97 = 5% liefert. 
Für p= 3511 läßt sich 9, = 0 am leichtesten verifizieren, wenn man 























wählt. Die hieraus sich ergebenden acht Kongruenzen liefern für 
315 7 4 7 43 17 | 19 
g,=0|7 | 139 | 3430 2517 | 2093 | 2950 | 1063. 
Trotzdem also für p =1093 und p = 3511 das Wieferichsche Kriterium 
erfüllt ist, ist die Fermatsche Gleichung 
e+-p+Pr—=0 


in ganzen nicht durch p teilbaren Zahlen unlösbar, weil die weiteren notwendigen 
Bedingungen von Mirimanoff, Frobenius und Vandiver 


a=2 














Get, HI, ut, r=0 (mod p) 


nicht erfüllt sind. Diese Fermatsche Behauptung ist also richtig für alle Prim- 
zahlen kleiner als 14000. 





!) Jahresbericht der Deutschen Math.-Vereinigung, Bd. 34, S. 248. 


r—1 1 155=5-11/81=3:|91 =7 13136 = 23 - 171196 = 2? - 72] 247 = 13 
4 1596 | —383 | 1127 463 1265 — 42 
s—2:33.5.143|92.58.7)| 27.32 |2.5.78j92.32.5.19| 38.58 |3.5-.13-47| 26.347 





19 
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Bekanntlich hat Abel zuerst die Frage aufgeworfen, ob und für welche Prim- 
zahlen p der Rest g, in der Kongruenz (1) verschwinden könne, wenn u < p ist. 
Jacobi gab auf diese Frage die Antwort, daß für alle Primzahlen p< 37 nur für 
p=1l, u=3 oder 9, für p=29, u= 14 und für p=37, u=18 der Rest q, ver- 


w—1 


schwindet. Seitdem sind über den Rest von (mod p) viele Veröffent- 





lichungen erschienen, so daß Dickson dieser Frage in seiner History of the theory 
of numbers ein besonderes Kapitel !) gewidmet hat, in der er über die bis 1918 
erschienenen Arbeiten — dem Plane seines Werkes entsprechend — rein chrono- 
logisch referiert. Die Dissertation von G. Dittrich ?) gibt eine zusammenhängende 
Darstellung monographischen Charakters aller Arbeiten bis 1924 vom historisch- 
kritischen Standpunkt aus und berücksichtigt auch verschiedene Anwendungen. 
Da aber weder bei Dickson, noch bei Dittrich sich alle bis jetzt bekannten Fälle 
finden, in denen die Kongruenz ur! — 1=( (mod p) Lösungen u < p besitzt, 
so füge ich eine Tafel derselben hier an. 

















EEE N) . U DR. u 

11| 3,9 | 131 | 58,144 241 94 

29| 14 | 1437 19 257 48 

37| 48 | 151 78 263 79 

23 419 163 | 65,84 | 269 171, 180, 207 

59 53 | 181 B N 2381 | 20 

1 1126 Im | 176 | 288 147 

79, 31 || 197 en 5 9 

97 | 53 || 199 114 | 31 18, 71, 324 

103 | 43 | 211 | 165,182 | 353 | 14, 196 

1099| 96 | 213 69 | 487° 10, 100 

13 | 68 | 229 | 44,209 | 673 22, 484 

127 | 38,62 | 233 33 1093 | ?(v»=1,2,...,10) 
| 351 |? =1,2,...,11) 














!) Bd. 1, Kap. IV. S. 105—112. Washington, 1919. 
2?) Die Theorie des Fermatquotienten, Jena, 1924. Die Arbeit ist nicht gedruckt, sondern nur 
in Abschrift auf der Universitäts-Bibliothek zu Jena hinterlegt. 
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Über die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 
Von Robert Remak in Berlin. 





Eine stetige reelle Funktion in einem zusammenhängenden Gebiete der Ebene 
heiße potentialkonvex, wenn sie im Innern eines jeden Kreises, der ganz im Innern 
des Gebietes liegt, größer oder gleich dem Poissonschen Integral über ihre Werte 
auf dem Rande des Kreises ist. Eine negativ genommene potentialkonvexe Funk- 
tion heiße potentialkonkav. 

Nach Herrn Perron!) heißt eine potentialkonvexe Funktion in einem be- 
schränkten Gebiete, die mit Einschluß des Randes stetig und auf dem Rande 
größer oder gleich vorgegebenen Randwerten ist, eine Oberfunktion, ebenso eine 
potentialkonkave Funktion, die auf dem Rande kleiner oder gleich den vorge- 
gebenen Randwerten ist, eine Unterfunktion. 

Jede Konstante, die größer ist als die vorgegebenen Randwerte f, ist bereits 
eine Oberfunktion, ebenso jede Konstante, die kleiner ist als /, eine Unterfunktion. 
Jede Differenz — Oberfunktion minus Unterfunktion — ist potentialkonvex und 
— 0 auf dem Rande; sowie also der weiter unten aufgeführte Hilfssatz 3 bewiesen 
ist, weiß man, daß die Differenz > 0 im ganzen Gebiete, daß also jede Oberfunktion 
überall größer oder gleich jeder Unterfunktion ist. Die Oberfunktionen y(r) besitzen 
also in jedem Punkte r eine endliche untere Grenze u(r). Herr Perron beweist nun, 
daß u(x) die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie löst, d.h. unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen sich an die gegebenen Randwerte anschließt und im 
Innern des Gebietes harmonisch ist, d.h. der Bedingung Au = 0 genügt. In bezug 
auf die Behandlung des Randes folgen wir völlig Herrn Perron und verweisen auf 
seine Arbeit. Wir beschäftigen uns hier nur mit der Behauptung, daß u(r) har- 
monisch ist. Herr Perron benutzte zu ihrem Beweise Hilfsmittel aus der Lebes- 
gueschen Theorie. Mir gelang es ?), ohne diese auszukommen, jedoch erforderte 
mein damaliger Beweis noch feineres Eingehen auf die bei der Definition der Rie- 
mannschen Integrale benutzten Summen. Im folgenden will ich einen kurzen 
und völlig elementaren Beweis dieser Behauptung geben?). 

Es werden drei Hilfssätze *) benutzt: 





!) Math. Zeitschr. Bd. 18, S. 42—54. 

2) Math. Zeitschr. Bd. 20, S. 126—130. 

%) Der Beweis der Herren 7. Radö und F. Riesz (Math. Zeitschr. Bd. 22) arbeitet wesentlich 
mit unendlichen Folgen von Funktionen. Ich benutze nur den Begriff der unteren Grenze und habe 
die Verwendung unendlicher Reihen völlig vermieden. 

4) Perron 1. c. S. 44—46. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4. 3l 
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Hilfssatz 1: Das Minimum von endlich vielen Oberfunktionen ist eine Ober- 
funktion. 


Hilfssatz 2: Eine Oberfunktion behält ihre Eigenschaft, wenn man sie in 
einem Kreise im Innern des Gebietes durch das Poissonsche Integral über ihre 
Werte auf seinem Rande ersetzt. 


Hilfssatz 3: Eine potentialkonvexe Funktion kann kein Minimum im Innern 
eines abgeschlossenen Gebietes annehmen. (Schluß von $ 1 der Perronschen Arbeit.) 

Es sei r ein Punkt im Innern des Gebietes, K ein Kreis im Innern des Ge- 
bietes, der tin seinem Innern enthält, y eine beliebige Oberfunktion, u die untere 
Grenze aller y; Mxy sei innerhalb K das Poissonsche Integral über die Werte 
von y, die es auf dem Rande von K annimmt. Außerhalb des Kreises X und auf 
seinem Rande sei Mxy = y. Nach der Definition der potentialkonvexen Funktion 
ist y> Mxy. Also ist die untere Grenze u aller » größer oder gleich der 
unteren Grenze aller Mzy; da aber die Werte Mxy(r) nach Hilfssatz 2 unter 
den Werten y(r) vorkommen, so ist u(r) gleich der unteren Grenze der Mxy(?). 


Unser nächstes Ziel ist es, zu zeigen, daß u(r) stetig ist. 
Es ist ausführlicher 


1 
() Mzy(z) =;, /vOPd Dad. 
K 


Es sei z, der Mittelpunkt des Kreises K, sein Radius r, f bedeute einen Punkt 
auf der Peripherie von K, also |E— x,| =r. ® sei sein Winkelargument, Pif, r) 
sei die bekannte Funktion des Poissonschen Integrals, von der wir nur zu wissen 
brauchen, daß sie in fund r stetig ist und positiv, so lange rim Innern des Kreises 
gelegen ist. Es sei oe <1 eine feste Zahl; wenn wir r auf einen kleineren konzen- 
trischen Kreis K’ 


(2) t—-ulSor 
beschränken, so besitzt Pf, x) in diesem abgeschlossenen Bereich ein Maximum, 
das wir G nennen wollen !). Es sei y, eine feste Oberfunktion, y sei eine beliebige 
Oberfunktion. Man setze zur Abkürzung 


yı = Min (9, Y), 
dann ist nach Hilfssatz 1 auch y, eine Oberfunktion und y, = y,, also auch 
(3) Mxzyı S Mxyo- 
Im Bereich (2) ist 





!) Setzt man |E—%|= or, so ist im abgeschlossenen Gebiete o<p; es ist 














: — /r— u[? r—|tr- u? r? — r? 0? 1—0? 1+o 
Pt, =» It—Kl an 0 ee 7 
PD t—r/? d-W) -E-W)E ED)? = r— ro! (1-0! 1-—o 
az a 0 Pi BD: san 
. 1117= a u Ye » 


also hängt @ in Wirklichkeit nur von e und nicht von r ab, worauf es aber im folgenden nicht 
ankommt. 
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I Mxyo(t) — Meyı(t) = Mx(yolt) — YyılE)) 


1 1 
(4) "ir. (mt lt) PR DES Cz, J ml) vl) dh 





( =G(Mxyo(to) — Mxyı(to)) ZSC(MxyYolLo) — Uulto)) !)- 


Es ist u auch die untere Grenze aller Min (y, y,), d.h. aller y,; also ist die untere 
Grenze der Mxy, = u; da aber die Mxy, unter den y vorkommen, ist auch die 
untere Grenze der Mxy, gleich u. Man erhält also 


(5) Mxyo(£) — u(t) = G(Mzyolto) — u(to))- 


Nach Vorgabe eines beliebig kleinen e> 0 kann man, da u auch untere Grenze 
der Funktionen Mxy ist, eine Oberfunktion %, so finden, daß 


E 
Mxyo(Eo) — ulto) < 3G ’ 
mithin nach (5) innerhalb K’ einschließlich seines Randes 
(6) Mxy,(t) — u(r) < 7 


Auf Grund der Stetigkeit von Mx y,(L) kann man eine Umgebung von r;: 
It— x] <ö innerhalb K’ so bestimmen, daß 


E 


|Mxyo(£) At Mgyo(ko)| < 3 


wird. Dann erhält man 


|u(£) — u(t)| 
= | (u(£) — Mgyolt)) + (Mx&yo(£) — MxyYyolko)) + (M&Yo(ko) — ulko))| 
SZ]. Hl Hl | <3 e =en 


Da dies für jeden Punkt x, gilt, ist die Stetigkeit von u(r) im Innern des Gebietes 
bewiesen. Man kann nunmehr im Kreise K’ ein gewöhnliches Poissonsches Integral 
über u(r) bilden. Es ist 


u—y, 
also 
Mgu< Mpv. 
Da u die untere Grenze der Mx-y, so ist 
(7) Mpu<u. 
Aus (6) folgt 
(8) Mx Mxyo(t) — Mru(t) <e. 





!) Der Kunstgriff, bei positiven Randwerten des Poissonschen Integrals die Poissonsche Funk- 
tion durch eine Konstante abzuschätzen und so den Wert des Integrals in einem beliebigen Punkte 
mit dem Wert im Mittelpunkte zu vergleichen, findet sich bei Harnack, Theorie des logarithmischen 
Potentials, Leipzig 1887, S. 61—62. 
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Diese Ungleichung gilt zunächst auf dem Rande von K’, also auch im Innern, da 
Potentialfunktionen ihr Maximum nur auf dem Rande annehmen. Da Mzyv(t) 
auf dem Rande und im Innern von K’ eine reguläre Potentialfunktion ist, so ist 


Mg Mxyo(t) = Mky (Rt). 
Dies in (8) eingesetzt ergibt 

Mxzyo(t) — Mru(t) <e 
oder 

Mzy(t) —e<Mruft), 


also auch 
u(t) —e<Mru(t). 
Da diese Ungleichung für alle e> 0 gilt, so ist 
u(r) S Mru(t). 
Das liefert in Verbindung mit (7) 
u(r) = Mru(t); 


also ist z(r) eine harmonische Funktion, da man jeden inneren Punkt des Gebietes 
mit zwei konzentrischen Kreisen K und K’ umschließen kann. 
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Wir betrachten eine orientierbare und geschlossene Fläche 5% vom Geschlecht 
p> 1 und legen uns die Frage vor: 


Wann sind zwei geschlossene und stetige Kurven auf % homotop? m. a. W.: 
Welches sind die Invarianten eines Typus homotoper Kurven auf %? 


1. Im $ 1 werden wir hierauf eine Antwort geben, bei der über die Kurven- 
typen weiter keine beschränkenden Annahmen gemacht werden. Um den Kurven- 
typus zu charakterisieren, wird von den orientierten, irreduziblen Schnittklassen 
einer Kurve & mit andern Kurven ausgegangen. Diese — Nielsenschen — Inva- 
rianten reichen aber nicht aus, um den Typus vollständig zu bestimmen. Wir 
werden deshalb noch eine weitere Invariante bilden, indem wir zwischen den irre- 
duziblen Schnittklassen einer Kurve mit einem Kurvensystem eine Reihenfolge 
festlegen. Diese Schnittreihe ist dann ebenfalls eine Invariante des Typus und 
zwar für jedes beliebige Kurvensystem. Wählt man das Kurvensystem geeignet 
aus, so wird die Schnittreihe mit diesem Kurvensystem — ev. unter Hinzunahme 
einer weiteren trivialen Invariante — den Typus vollständig charakterisieren; 
es stimmen also zwei Kurven in allen Schnittreihen überein, wenn sie es in einer 
bestimmten tun. Hierbei erhalten wir gleichzeitig eine gewisse Übersicht über 
die möglichen Kurventypen. 

2. Nach dem Vorgang von M. Dehn werden wir im $ 2 Normalformen von 
einfachen Kurven herstellen, die den Typus, dem die Kurven angehören, voll- 
ständig bestimmen sollen; daß sie dies wirklich tun, wird durch Zurückführung 
auf die Schnittreihen bewiesen. 
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S1. Schnittklassen geschlossener Kurven. 


Sei % eine orientierbare, nichtberandete Fläche vom Geschlecht p> 1. Mit 
U bezeichnen wir dann die universelle Überlagerungsfläche !) von %. Die Funda- 
mentaleigenschaft von U ist: 


(F) Eine geschlossene und stetige Kurve &?) auf % ist dann und nur dann 
homotop !) null, wenn auch die über & in U gelegenen Kurven geschlossen sind. 


Ist also & nicht homotop null, so liegen über C in U Kurven, die Paare äquj- 
valenter, aber nicht zusammenfallender Punkte verbinden. Hieraus und aus (F) 
sieht man auch, daß zwei Kurven auf % dann und nur dann homotop sind, wenn es 
über jeder von ihnen eine derartige Kurve in U gibt, daß sich die Endpunkte der 
einen mit denen der andern durch äquivalente Kurven verbinden lassen. 

Ein kanonisches Schnittsystem {a,b} (i =1,...,p) von % definiert in U 
ein Netz von Ap-Ecken; U läßt sich topologisch, d. h. eineindeutig und stetig auf 
den als hyperbolische Ebene aufgefaßten, mit einem Netz regulärer Ap-Ecke der 


Winkel T; überdeckten Einheitskreis abbilden ®). Dadurch ist in U eine Metrik, 


Gerädlinigkeit usw. definiert, welche wir dann auch % aufprägen können. 

Sei W eine stetige und geschlossene Kurve ?) auf % und nicht homotop null; 
dann gibt es in U stetige Kurven W, die ganz über X gelegen sind, und — von den 
Endpunkten abgesehen — liegt über jedem Punkt von X genau ein Punkt von A. 
(Wäre X homotop null, so würden die entsprechenden Kurven X geschlossen sein.) 
Durch Aneinanderstücken solcher Kurven X mit einem gemeinsamen Endpunkt 
erhalten wir Kurven f(X)°), die je zwei Punkte des U berandenden Einheitskreises 
miteinander verbinden®). Dann liegen über jedem Punkte von X abzählbar unendlich 
viele Punkte eines solchen f(W); zu jedem A gehören abzählbar unendlich viele 
f(AX), die je U in wenigstens zwei Teile zerlegen. Ist A gerichtet, so ist damit auch 
jedem f(X) ein Durchlaufungssinn aufgeprägt. 

A ist dann und nur dann einfach, d.h. topologisches Bild der Kreislinie, 
wenn die f(X) einfach und untereinander punktfremd sind. 

Jedem Punkt P, eines f(X) läßt sich eindeutig ein Punkt P, auf demselben 
f(X) so zuordnen, daß der Kurvenbogen P,P, von f({X) mit f(X) gleichgerichtet 
und gleich einem X ist; P, ist dann notwendig äquivalent zu P, und möge der zu 
P, ‚‚benachbarte‘“ äquivalente Punkt von f(X) heißen. 

Zwei gerichtete Kurven gehören zum gleichen Typus, wenn sie homotop, 
d. h. durch stetige Deformationen ineinander überführbar sind. Das Ziel der fol- 





!) Für diesen und andere mit ihm zusammenhängende, hier benutzte Begriffe cf. v. Kerekjärtö: 
Topologie I, Berlin 1923, p. 173, 176, 179/180. 

2) d.h. eindeutiges und stetiges Bild der ebenen Kreislinie, cf. v. Kerekjärtö, 1. c., p. 124. 

3) cf. v. Kerekjärtö, 1. c., p. 179/180. 

*) im folgenden kurz „Kurve“ genannt. 

5) cf. J. Nielsen: Über topologische Abbildungen geschlossener Flächen, Abhandlungen aus 
dem mathematischen Seminar der Universität Hamburg Ill (1924), p. 248. 

6) Dies ist auch der Grund, warum wir uns auf das Geschlecht p > 1 beschränken müssen; 
denn fürp=1 wird U der Euklidischen Ebene mit dem Quadratgitter als Polygonnetz homoiomorph. 
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genden Untersuchungen ist es, vermittels der Schnittklassen das vollständige 
Invariantensystem eines Typus aufzustellen. 

Haben zwei gerichtete Kurven & und $, die beide nicht homotop null sein 
mögen, irgend zwei Punkte P, und P, gemein !), so bestimmen diese — bis auf 
ganze Umläufe von CE und eindeutig — je einen Bogen auf CE und auf $. Durch- 
laufen wir irgend einen solchen Bogen auf & von P, nach P, und einen auf $ von 
P, nach P,, so ergibt sıch eine geschlossene Kurve 9. Die allgemeinste geschlossene 
Kurve dieser Art, die durch P, und P, bestimmt ist, gewinnen wir aus Ö durch 
ganze Umläufe um € und um $, was man symbolisch so ausdrücken kann: 
HH = HR", wo m,n beliebige ganze Zahlen sind. 


P, und P, sind zusammengehörige Schnitte von & mit $, wenn sich zwei ganze 
Zahlen m,n so bestimmen lassen, daß "HS" homotop null wird. 

Satz 1: Zwei E und St gemeinsame Punkte P,, P, sind dann und nur dann 
zusammengehörige Schnitte von E mit $, wenn sich jedem über P, gelegenen Punkte 
P, eines f(&) ein über P, gelegener Punkt P, desselben f(C) so zuordnen läßt, daß 
P, und P, auch auf dem gleichen f(®) gelegen sind ?). 

Vorbemerkung: Wir hätten also die Bedingung des Satzes auch als Defi- 
nition der Zusammengehörigkeit benutzen können. — Der Satz leistet uns eine 
Übertragung des Begriffes von % nach U. 

Beweis: A. Wenn die Bedingung des Satzes erfüllt ist, so werden die Punkte 
P; durch je einen Bogen eines /(E&) und eines /($) miteinander verbunden; diese 


geschlossene Kurve in W liegt über einer von P, und P, bestimmten Kurve 9’ 
von %, die wegen (F) homotop null ist. 

B. Wenn P, und P, zusammengehörige Schnitte von & mit $ sind, so gibt 
es durch P, berandete Kurvenbogen &’ und $’ auf E und $, so daß die aus ihnen 
zusammengesetzte geschlossene Kurve 5’ homotop null ist. Wegen (F) müssen 
sich dann zwei Bogen & und st’ in U mit den gleichen Endpunkten ?,, P, auf f(€) 
bezw. f(®) finden lassen, q.e.d. 

Zusatz 1: Wenn P,, P, und P,, P, zusammengehören, so tun dies auch P,, P3°). 

Beweis: Wenn die Bedingung des Zusatzes erfüllt ist, so lassen sich über 
P;,(i =1,2,3) gelegene Punkte P finden, die alle auf dem gleichen f(&) und 
f(R) gelegen sind, q.e.d. 

Wir sind also berechtigt, alle zusammengehörigen Schnitte von & mit $ in die 
gleiche Schnittklasse *) von & mit $ zu tun. 





!) Ist P; mehrfacher Punkt von & oder $, so ist zu unterscheiden, ob P; als Bildpunkt des einen 
oder andern Punktes der Kreislinie aufgefaßt wird. 

2) Hierbei ist zu beachten, daß, wenn A = 3” ist, auch in jedem f(®) genau n verschiedene 
f(A) zusammenfallen. Jeder Schnittklasse mit ® werden also n Schnittklassen mit A entsprechen. 

3) cf. Anm. !) p. 233, deren Nichtberücksichtigung zu falschen Anwendungen des Zusatzes 
führen kann. 

4) Diesen Begriff hat Herr Professor J. Nielsen in einem Hamburger Vortrag (1924) eingeführt, 
dessen Manuskript mir in freundlicher Weise zur Einsicht zur Verfügung gestellt wurde; hierfür 
bin ich Herrn Professor J. Nielsen dankbarst verpflichtet. 
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Dieser Schnittklassenbegriff gestattet, daß 8 = € ist, wodurch dann auch 
die Doppelpunkte von @ in Schnittklassen eingeteilt werden !). 

Zusatz 2: Die Zahl der Schnittklassen von & mit $ ist endlich. 

Beweis: Diese Zahl ist nämlich wegen Satz 1, p. 233 höchstens gleich der 
Zahl der /(®), mit denen ein & Punkte gemein hat. Ein & hat aber nur mit endlich 
vielen Fundamentalpolygonen von U Punkte gemein und durch ein Fundamental- 
polygon gehen nur endlich viel f($), da sich die f($) im Endlichen von U nicht 
häufen können, q.e.d. 

Im folgenden werden wir uns auf die Betrachtung solcher Kurven W be- 
schränken, für die f(W) einfach ist. Diese Einschränkung ist unwesentlich, da es 
zu jedem U wenigstens ein homotopes W’ gibt, so daß f(A) und f(W’) gemeinsame 
Endpunkte haben und f(W’) einfach ist. Man wähle etwa die Gerade in U, die mit 
f(X) die Endpunkte gemein hat. 

Von jetzt ab bestimmt also ein /(W) genau zwei Teile von U. 

Irgend zwei Punkte Q, und Q, in U werden durch ein f(X) getrennt, wenn sie 
beide in verschiedenen der von f(U) bestimmten Teile von U gelegen sind. — Liegt 
insbesondere wenigstens der eine von beiden Punkten auf f(X), so werden die beiden 
Punkte durch f(X) nicht getrennt. 


Sei & eine gerichtete Kurve auf % und nicht homotop null; wir betrachten 


ein bestimmtes f(&) = M,M,, wo der Durchlaufungssinn von f/(&) durch den von 
& bestimmt ist, und wo M, den Anfangspunkt, M, den Endpunkt von f(&) be- 
deutet. Die Menge der Spurpunkte der Punkte, die dies /(&) mit einem f($) 
gemein hat, bildet nach Satz 1, p. 233 eine vollständige Schnittklasse von E mit &. 

Wir nennen dies f($) hinsichtlich des vorgegebenen f(C) eine Erzeugende dieser 
Schnittklasse von & mit &. 

Es bestehen die folgenden Möglichkeiten: 

1. alle f($), die Erzeugende einer vorgegebenen Schnittklasse von € mit & 
sind, trennen M, nicht von M,; 

2. M, liegt auf dem rechten, M, auf dem linken Ufer aller die Schnittklasse 
erzeugenden f($); 

83. M, liegt auf dem linken, M, auf dem rechten Ufer aller die Schnittklasse 
erzeugenden f($). 

Hingegen ist es nicht möglich, daß eine der Erzeugenden einer Schnittklasse 
unter einen, eine andere unter einen andern der drei Fälle gehört. Denn zwei 
auf /(C) dieselbe Schnittklasse erzeugende f($}) werden durch eine topologische 
Abbildung von U auf sich?) ineinander übergeführt, bei der alle Punkte von U in 
äquivalente übergehen und der Umlaufssinn des Randes von U wie auch die 
Punkte M, und M, in Ruhe bleiben. 

Im Falle 1. nennen wir die Schnitiklasse reduzibel, im Falle 2. positiv-irredu- 
zıibel, im Falle 3. negativ-irreduzibel. 





1) Hierdurch werden allerdings alle die Doppelpunkte nicht erfaßt, die dadurch entstehen, daß 
etwa & homotop U" ist. 
2) sog. Decktransformation. 
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Ein irreduzibler Schnittpunkt ist ein solcher Schnittpunkt von & mit 8, der 
einziges Individuum einer irreduziblen Schnittklasse ist. 


Ist 8 = 6, so haben wir damit auch die Begriffe reduzibel usw. für mehr- 
fache Punkte von €& definiert; insbesondere kann es also irreduzible Doppelpunkte 
geben. 


Die Berechtigung der Termini: reduzibel, irreduzibel zeigt der folgende 

Satz 2: Sei {A} (x =1,...,k) irgendein System von Kurven; dann gibt 
es ein System {Ri}, so daß 

1. Ki homotop RK, 

2. die Kurven Si untereinander und mit sich selbst nur irreduzible Schnitt- 
punkte gemein haben, ev. allerdings mehrfach durchlaufene Kurven werden. 

Beweis: Betrachtet man die Geraden f(&*), die mit f(X*) die Endpunkte 
gemein haben, so haben zwei f(&*) höchstens einen Punkt gemein, wenn sie nicht 
zusammenfallen. Fällt ein f(&”") mit einem f(&") zusammen, so ersetzen wir die 
Geraden f(&") durch so nahe an f(®") verlaufende Kurven f(®7), daß f(&”) und 
f(&7]’) nur die Endpunkte gemein haben, und die f(&j’) mit andern f(&*) höchstens 
einen Punkt gemein haben. Ist &* bzw. & so ausgewählt, daß © bzw. © auf 
f(&*) bzw. f(&1) benachbarte äquivalente Punkte verbindet, so ist $* einem Viel- 
fachen von ©* oder &i homotop, welches die gesuchte Kurve $i ist, q. e.d. 


Um die Kurventypen vollständig zu charakterisieren, wollen wir unter den 
irreduziblen Schnittklassen einer Kurve E mit einem Kurvensystem {f}”} eine 
Reihenfolge festlegen. Wegen Satz 1, p. 233 wird es hierbei genügen, dies mit 
den Erzeugenden der Schnittklassen zu tun. 


Seien die Kurven € und $* nicht homotop null; von den Kurven $t{* mögen 
je zwei nur irreduzible Schnittklassen gemein haben; schließlich soll es nicht vor- 
kommen, daß für x, + *%, die m,-mal durchlaufene Kurve $&” homotop der m;-mal 


durchlaufenen Kurve &” wird, d.h. kein f($”) soll mit einem f($”) gemeinsame 
Endpunkte haben. 


Wir betrachten jetzt ein festes f(C) = f,(C) = M,M;. Die Erzeugenden 
der irreduziblen Schnittklassen von € mit {$*} sind die f(8”), die M, von M, 
trennen. Jede dieser Erzeugenden wird in einem gewissen Punkte 5” zum — im 


Durchlaufungssinn von f,(C) — ersten Mal von f,(C) angetroffen, da die f abge- 
schlossene Punktmengen sind, und da /,(C) mit keiner der Erzeugenden gemein- 


same Endpunkte haben kann. Diese Punkte S* legen unter den Erzeugenden ein- 


deutig eine Reihenfolge fest, außer wenn zufällig mehrere f(&*) in einem ihnen allen 
gemeinsamen Punkte von f,(C) zum ersten Male angetrofien werden. 


In diesen Unbestimmtheitsstellen legen wir die Reihenfolge willkürlich fest‘). 
Die so geordnete, beiderseits unendliche Reihe der Erzeugenden der positiv- oder 





!) Diese Festlegung möge aber in äquivalenten Unbestimmtheitsstellen dieselbe sein! 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4 32 
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negativ-irreduziblen Schnittklassen von & mit {K”} heiße die unendliche, orien- 
tierte Schnittreihe von & mit {X}. 

Mit dieser unendlichen Schnittreihe dürfen die folgenden erlaubten Trans- 
positionen ausgeführt werden: 

Vertauschung von zwei konsekutiven Elementen, wenn die diesen Elementen 
entsprechenden Erzeugenden eine irreduzible Schnittklasse gemein haben), d.h. 
wenn die Endpunkte der einen Erzeugenden durch die andere Erzeugende voneinander 
getrennt werden. 

Dies tritt wegen (F) dann und nur dann ein, wenn sich durch eine Deformation 
von & bewirken läßt, daß die die fraglichen Elemente repräsentierenden S* in eine 
Unbestimmtheitsstelle zusammenfallen. 

Durch diese erlaubten Operationen kann man jede der möglichen willkürlichen 
Festlegungen der Reihenfolge der Erzeugenden in einer Unbestimmtheitsstelle 
in jede andere mögliche überführen. 

(1) Die unendliche orientierte Schnittreihe ist bis auf erlaubte Transpositionen 
gegenüber Deformationen von & und $” invariant ’?). 

Denn in der unendlichen, orientierten Schnittreihe kommt 1. eine Erzeugende 
fı vor einer andern f,, wenn f, den Punkt M, von f, trennt; ihre Lage ist 2. unbe- 
stimmt ®), wenn sie eine irreduzible Schnittklasse gemein haben. Dies hängt aber 
einzig davon ab, wie die Endpunkte der /, sich zu M, und M, verhalten. Der Fall 
1. trıtt nämlich ein, wenn auf den beiden durch M,, M, bestimmten Bogen des U 
berandenden Einheitskreises der Endpunkt von f, den von f, von M, trennt; der 
Fall 2. tritt aber ein, wenn dies nur auf dem einen Bogen der Fall ist, auf dem andern 
aber das Umgekehrte statthat. — Weiter hängt die Orientierung der durch die 
Erzeugende repräsentierten Schnittklasse nur davon ab, auf welchem der beiden 
Bogen der Anfangs-, auf welchem der Endpunkt der Erzeugenden gelegen ist. — 
Da also die Reihenfolge der Erzeugenden nur von der Lage ihrer Endpunkte zu M,. 
M, abhängt — abgesehen von den Unbestimmtheitsstellen des Falles 2., wo sich aber 
durch die erlaubten Transpositionen jede mögliche Reihenfolge herstellen läßt —, 
da ferner für die Orientierung der Schnittklassen dasselbe gilt, und da diese End- 
punkte bei Deformationen von & oder $* fest bleiben, so ist (1) bewiesen. 

Nach Zusatz 2 zu Satz 1, p. 834 kommen unter den in der unendlichen, orien- 
tierten Schnittreihe auftretenden Schnittklassen nur endlich viele verschiedene 
vor. Wir müssen aus ihr also eine gewisse endliche Schnittreihe herausgreifen. 

Sei CE = P,P, irgendwie fest auf /,(C) angenommen. 

Dann erhalten wir die endliche, orientierte Schnittreihe von ® mit 
{8}, indem wir aus der unendlichen orientierten Schnittreihe in der durch sie fest- 
gelegten Reihenfolge und Orientierung die Reihe von Erzeugenden herausgreifen, 
die P, von P, trennen). 





!) Die sämtlichen Erzeugenden der gleichen Schnittklasse sollen in gleicher Weise transponiert 
werden. 
?) sofern diese nach Ausführung der Deformation überhaupt noch definiert ist. 


%) bezw. durch eine Deformation von & oder R* unbestimmt zu machen. 
*) Ausnahmsweise möge ein f auch dann P, von P, „trennen“, wenn P, (nicht P,) auf f liegt. 
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Mit den Elementen dieser Schnittreihe dürfen außer den erlaubten Trans- 
positionen auch zyklische Permutationen vorgenommen werden, welche beiden 
Operationsarten wir unter dem Namen der erlaubten Operationen zusammen- 
fassen. — Diese zyklischen Permutationen werden z. B. durch andere Wahl der 
Punkte P,, P, erzwungen. 


Da f(€&) aus einer beiderseits unendlichen Folge aneinandergesetzter € be- 
steht, die untereinander äquivalent sind, stellt die so gewonnene endliche orien- 
tierte Schnittreihe eine Periode der unendlichen dar. Ist n die Zahl der Elemente 
der endlichen, orientierten Schnittreihe, so stellt jede Reihe von n konsekutiven 
Elementen der unendlichen Schnittreihe eine Periode derselben dar, und alle diese 
n-elementigen Perioden lassen sich aus einer — etwa unserer endlichen Schnitt- 
reihe — durch erlaubte Operationen gewinnen. 


(1a) Wegen (1) stellen aber diese n-elementigen Perioden Invarianten gegenüber 
Deformationen von & und $“ dar. 


Wir zeigen jetzt: 
(2) Die Zahl n[v] der positiv-[negativ-Jirreduziblen Schnittklassen einer Kurve & 


mit einer Kurve St ıst invariant gegenüber Deformationen von G, also wegen der Sym- 
metrie der Aussage auch gegenüber Deformationen von R*). 

Sei etwa @ in @, deformierbar; seien f,(C&) und f,(&,) so ausgewählt, daß 
sie dieselben Endpunkte M,, M, haben; sei auf f,(C) ein E=P,} P, willkürlich 
ausgewählt. Wir betrachten die /($), die sowohl M, von M,, als auch P, von P, 
trennen, und auf deren rechter [linker] Seite M, liegt, die also sämtliche positiv- 
[negativ-Jirreduziblen Schnittklassen von & mit fl erzeugen; und zwar erzeugen 
nicht zwei dieselbe Schnittklasse; ihre Zahl ist also = r[= »v]. Dann ziehen wir 
von P, aus einen einfachen Kurvenbogen ©, nach einem beliebigen Punkt Q, auf 
fo(€,), der außer Q, keinen Punkt mit /,(C,) gemein habe und keine der P, von P, 
trennenden Erzeugenden schneide. Durch P, ziehen wir den zu ©, äquivalenten 
Kurvenbogen ®,, der fy(C,) in Q, treffe. Da also Q, äquivalent zu Q, ist und & 
homotop @,, so ist wegen (F) der Bogen 0,0, —(,. Die Zahl der f(8), die sowohl 
M, von M, als auch Q, von (Q, trennen, und auf deren rechter [linker] Seite M, 
liegt, ist 

z[»] + Zahl der f(®), die M, von M,, P, von Q, trennen und auf deren rechter 
[linker] Seite M, liegt, 
— Zahl der f(8), die M, von M,, P, von Q, trennen und auf deren rechter 
[linker] Seite M, liegt, 
= a[v], 
da &, äquivalent ®, ist, womit (2) bewiesen. Aus (2) folgt sofort die Invarianz der 
Zahln=rn-+v aus (la) und also aus (1a) und (2) die Invarianz der endlichen, 
orientierten Schnittreihe von & mit {X} bis auf erlaubte Operationen. Da schließlich 
jede andere Wahl der bei der Definition der endlichen, orientierten Schnittreihe 





t) Hierin ist auch die Invarianz der Charakteristik (6, 8) = m —v enthalten; cf. H. Weyl: 
Strenge Begründung ...; Jahresbericht der D. M. V. 25 (1917), p. 265. 


32* 
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benutzten Punkte P,, P;, sich durch eine Deformation von & in sich bewirken 
läßt, so gilt der 


Satz 3: Die endliche, orientierte Schnittreihe von & mit {X} ist bis auf erlaubte 


Operationen invariant gegenüber Deformationen von & und $* und unabhängig 
von der Auswahl der Punkte P,, P, auf f,(C). 


Es genügt also, um die Schnittreihe von € mit {$”} aufzustellen, dies für 
die Kurven {C,; 87} zu tun, die ihnen nach Satz 2, p. 235 zugeordnet sind. Hier 
erhält man die endliche, orientierte Schnittreihe, indem man 6, von einem be- 
liebigen Punkt P aus ihrer Orientierung gemäß genau einmal durchläuft; sie ist 
die Reihe der Schnittpunkte von -€, mit {Ki}. 


Um durch derartige Invarianten die Kurventypen vollständig charakterisieren 
zu können, konstruieren wir das folgende Kurvensystem !): 


Unter den Kurven: UK4A1,...,UK(p -+1) sei ein System von einfachen, 
untereinander punktfremden Kurven verstanden, das % in zwei berandete Flächen 
O,U zerlegt, die je einer Kugel mit (p + 1) Löchern homoiomorph sind; unter 
den Kurven: $SK1,...,5K(p +1) ein System einfacher, untereinander punkt- 
fremder Kurven, das % in zwei berandete Flächen I, II zerlegt, die je einem von 
(p + 1) Kreisen berandeten ebenen Bereich homoiomorph sind. Jeder UK[SK] 
habe mit genau zwei SK[UK] je einen irreduziblen Schnittpunkt und sonst mit 
keinem SK[UK] Punkte gemein. Wir wählen die UK, SK so, daß über ihnen 
in U gerade Linien liegen; weiter erteilen wir ihnen einen beliebigen Durch- 
laufungssinn. 

Unter Z& sei das System der UK und SK verstanden. Da in 2 keine zwei 
verschiedenen Kurven vorkommen, die miteinander reduzible Schnittklassen 
haben, oder deren zugehörige f in Ü gemeinsame Endpunkte hätten, so ist die end- 
liche, orientierte Schnittreihe S einer Kurve & mit 2 eine Invariante des Typus von &, 
wıe aus Satz 3 folgt. 

Das System 2 zerlegt % in vier Elementarbereiche 

E;6@=1,23,3,4 = (10, IU,I10,IIU). 
Über jedem €; liegen in U gewisse einfach zusammenhängende Gebiete, so daß 
über jedem Punkt von €; genau ein Punkt dieses Gebiets liegt; diese Gebiete 
nennen wir der Kürze halber ebenfalls &;; in ihnen gibt es keine Paare 
äquivalenter Punkte. 

Um unbequeme Erweiterungen des Systems 2 zu vermeiden, definieren 
wir noch eine zweite Invariante von Kurventypen ?): 


!) cf. hierzu Fig. 1, p. 245. 

2) Betrachten wir z. B. das Kurvensystem T, das aus einem kanonischen Schnittsystem 
{a,, b,} von % (cl. p. 232!) und den Kurven ba, bezw. b,\.a, (Produktbildung wie in der 
Poincareschen Fundamentalgruppe von %, cf. p. 241f.!) besteht. Diese letzten Kurven sind nötig, weil 
die gemeinsame Ecke von b,_', und a,, bezw. % und a, im Fundamentalpolygon nur einen Be- 


rührungspunkt, also keinen irreduziblen Schnittpunkt darstellt. 


Daß die Schnittreihe von & mit T ein vollständiges Invariantensystem des Typus von & dar- 
stellt, zeigt man ähnlich wie den Satz 4, p. 239; nur werden hier die Fundamentalpolygone in p 
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Eine Kurve & erhält den Index J = / oder /I [O oder U], 


4. wenn in der endlichen, orientierten Schnittreihe $ mit 2 nicht nur zwei 
verschiedene XK(X = $S, U) auftreten, welche beide mit demselben YK(Y+X) 
Punkte gemein haben, d.h. wenn € nicht der mehrfach durchlaufenen Kurve 
YK homotop ist; 

2. die zu C homotope Kurve @,, über der in U gerade Linien liegen, ganz 
auf / oder ganz auf /I [O oder U] gelegen ist. 


In allen anderen Fällen wird J =0 gesetzt. 
Dieser Index J der Kurve 6 ist eine Invariante des Kurventypus. 


Für die Bedingung 1. gilt dies, weil $ nach Satz 3 eine Invariante ist, für 2., 
weil zu jedem Typus genau eine solche Kurve €, gehört. 


Satz 4: Zwei Kurven &;(i =1,2) der Invarianten J,;, S; gehören zum gleichen 
Typus, wenn 
J; = Je und $]= 5, 


d.h. wenn die endlichen, orientierten Schnittreihen der beiden Kurven mit & durch 
erlaubte Operationen auf die gleiche Gestalt gebracht werden können. 

Beweis: Wir betrachten zunächst die endliche, unorientierte Schnittreihe 
IS| mit Z. Sei P, ein beliebiger, in einem &; = @” in U gelegener Punkt. Da an 
jeder Kante eines &; in U noch genau ein E,(i=F n) hängt und diese beiden E ın U 
nur diese eine Kante gemein haben, da weiter unten den Kanten eines jeden €; 
Kurvenstücke einer jeden Kurve aus 2 vorkommen, da schließlich die Kurven 


aus Z in den Eckpunkten eines €; irreduzible Schnittpunkte haben, so bestimmt 
|$| eindeutig eine Kette: 


0 —1 
ÜE,..,e,..., €, 


wo n die Zahl der Elemente von |$| ist und wo CV und Ekk +1) längs einer 
Kante aneinander grenzen, die auf einer dem »-ten Element von |S| entsprechenden 
Erzeugenden (irreduzibler Schnittklassen mit 2) gelegen ist. 


(a) Durch &, auf % und |S| wird eindeutig ein Kurventypus bestimmt. 


Da (f) durch €” in U über €; und |$| eindeutig bestimmt ist, ist zum 
Nachweis hiervon nur zu beweisen nötig: 


Durch (f) wird eindeutig ein Kurventypus bestimmt '). 


nnan)> 


Seien nämlich €,(j =1,2) zwei Kurven derart, daß zu ihnen ein €, = PiP} 
gehört, wo Pl in €”, Pf, in Ef” gelegen ist. Verbindet man dann Pj mit P} durch 


—1 


Dreiecke mit den Kanten: . a, M a, bezw. (b," a b, ‚a und ein 3p-Eck mit den 


Kanten: x a,, bı, u; .., nr a;, et +. zerlegt; jede der gerichteten Kurven von T 


kommt dann nur in einem dieser Teilpolygone vor; es steht dann eindeutig fest, von welchem dieser 
Teilpolygone man ausgehen muß und in welches man eintreten muß, um ein Element der Schnitt- 
reihe zu verwirklichen. 


!) Da (f) keine Invariante des Typus zu sein braucht — meist wird (f) es allerdings sein —, 
so kann zu verschiedenen Ketten (f) derselbe Typus gehören. 
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eine ganz in €” gelegene einfache Kurve, so verbindet die äquivalente Kurve in 
&” die äquivalenten Punkte P} mit P}; wegen (F) ist also 
&, homotop &,. 
(b) Zu |S| gehören höchstens vier verschiedene Kurventypen. 


Denn nach (a) entspricht jeder der vier möglichen Auswahlen des Anfangs- 
gliedes von (f) und |S] genau ein Kurventypus; diese vier Typen brauchen aller- 
dings nicht sämtlich verschieden zu sein. — Wir fordern jetzt, daß (f) überdies mit 


der Orientierung von S übereinstimmt, d.h. daß von zwei konsekutiven Elementen 
Gy», &” von (f) das erste dann und nur dann rechts [links] von der EX”, &” 
gemeinsamen Kante liegt, wenn das »-te Element von $ positiv [negativ] orien- 
tiert ist. 

Da (f) durch die Auswahl des ersten Elements von (f) und durch |S$| eindeutig 
bestimmt wird, so haben wir, um dieser Forderung zu genügen, nur das erste Ele- 
ment von (f) so auszuwählen, daß das erste und das letzte Element — die ja gleichen 
unteren Index haben müssen, wenn |S| ein Typus geschlossener Kurven entsprechen 
soll — mit der Orientierung von S übereinstimmen. 

Die übrigen Glieder von (f) müssen dies dann von selbst tun, wenn S überhaupt 
ein Kurventypus entsprechen soll. 


1. Bestimmter Fall: Es mögen in $ sowohl SK als auch UK vorkommen. 
Dann läßt sich durch erlaubte Operationen bewirken, daß 5 mit einem UK be- 


ginnt, mit einem SK endigt [oder umgekehrt]. Dann ist durch das erste Glied von 
S bestimmt, ob €” auf O oder auf U [I oder II], durch das letzte, ob &” auf / 


oder auf // [O oder U] zu liegen hat. Also ist i eindeutig durch 5 bestimmt. In 
diesem Falle ist J =. 


2. Unbestimmter Fall: Es mögen in S nur UK [nur $SK] vorkommen. 
Dann bestimmt die Orientierung des 4. Gliedes von S, ob & auf O oder auf U [auf 
I oder auf //] zu liegen hat. Es bestehen also noch zwei Möglichkeiten für die Aus- 
wahl von €, von denen keine durch die Orientierung von $S bedingt wird. — 
Ist jetzt J = 0, so liefern beide Möglichkeiten den gleichen Typus, da die zu & 
gehörige ‚‚Gerade‘“ &, auf einer / gegen /] [O gegen U] abgrenzenden Kurve liegt. 
— Ist aber J + 0, so bestimmt J eindeutig, welches von den beiden in Frage kom- 
menden €; zu wählen ist, q.e.d. Aus dem Beweis (cf. besonders Mitte dieser 


Seite!) folgt der 


Zusatz: Einer |S| entsprechen dann und nur dann Typen geschlossener Kurven, 
wenn 


1. nicht zwei gleichbenannte Elemente in |S| aufeinander folgen (da es sonst 
reduzible Schnittklassen gäbe), 

2. das erste und das letzte Element der Kette (f) denselben unteren Index haben 
(was im bestimmten Fall durch Anfügung von < 2, im Unbestimmten von <1 Ele- 
menten steis erreichbar ist). 
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Soll auch S ein Kurventypus entsprechen, so ist nur die Orientierung eines 
Elementes UK und eines Elementes SK in S willkürlich; die aller übrigen Elemente 
wird hierdurch und durch |S| bestimmt. 


Anhang 1: Invariante Bestimmung der unendlichen, orientierten Schnittreihe. 


Wir hatten die unendliche, orientierte Schnittreihe S* einer Kurve & mit einem Kurven- 
> 

system {R”} gewonnen, indem wir ein f(&) = M,M, von M, nach M, durchliefen und dabei fest- 

stellten, wann f(&) auf die einzelnen Erzeugenden f(R*) von irreduziblen Schnittklassen von & 


mit R* trifft. Wir sahen, daß die Elemente von S* nur davon abhängen, wie die Endpunkte der 
Erzeugenden zu M, und M, liegen. Dies wollen wir jetzt ausnutzen. 

Der U berandende Einheitskreis wird durch M, und M, in zwei Bogen zerlegt, von denen 
der eine rechts von dem gerichteten f(&) liegt; diesen rechten Bogen M,M, legen wir der weiteren 
Betrachtung zugrunde. Durchlaufen wir ihn von M, nach M,, so treffen wir sukzessive auf die An- 
fangs- bezw. Endpunkte aller Erzeugenden f($*), von denen jedes nur durch einen Punkt vertreten 
ist, welchen Punkt wir also als Repräsentanten der Erzeugenden auffassen können. Damit ist unter 
den Erzeugenden @ine bestimmte Reihenfolge festgelegt; sie erhalten die positive oder negative 
Orientierung, je nachdem ob der End- oder Anfangspunkt der betreffenden Erzeugenden ange- 
troffen wird. 

Die Gleichwertigkeit dieser unendlichen Reihe mit $” ist aus dem Beweis von (1), p. 236 er- 
sichtlich, da sich nach diesem S” stets auf die gleiche Gestalt wie unsere unendliche Reihe bringen 
läßt; wir sind daher berechtigt, sie ebenfalls S” zu nennen. 


Die Invarianz unserer S” gegenüber Deformationen von & oder R* ist evident, da bei De- 
formationen die Endpunkte der f stets in Ruhe bleiben. 

Unsere neue Bestimmung der S” hat vor der alten den Vorzug, daß sie für alle zu & bezw. 
8” homotopen Kurven definiert ist, während früher an die Lage der &* gegeneinander gewisse An- 
forderungen gestellt wurden, weiter daß ihre Invarianz unmittelbar ersichtlich ist, schließlich, daß sie 
keine Unbestimmtheiten aufweist. Es gibt also für sie keine erlaubten Transpositionen; dieser 
Vorteil wird dadurch zum Nachteil, daß sich in manchen Fällen die S” von & von der S” von 
& "nicht nur durch die Umkehrung der Reihenfolge und der Orientierung der einzelnen Elemente 
unterscheidet, sondern auch durch Veränderung der Reihenfolge einzelner Elemente — stets wenn 
bei unserer alten Definition Unbestimmtheitsstellen auftraten. Dieser Umstand läßt uns die alte 
Bestimmung auch für die im Anhang 2 zu besprechende, wichtige Modifikation geeigneter erscheinen. 


Man könnte diesen Nachteil beseitigen, indem man die Reihenfolge auf dem rechten und die 
auf dem linken Bogen: M,M, des U berandenden Einheitskreises als S” festlegte bezw. den Über- 
gang von der einen zur anderen gestattete; aber einmal würde damit der Vorzug der Eindeutigkeit 
verloren gehen, und weiter würde es ganz unbestimmt werden, wie dieser erlaubte Übergang für 
die Perioden (cf. p. 237!) der beiden $” zu erklären ist. 


Anhang 2: Charakterisierung der Elemente der Fundamentalgruppe. 


Elemente der Poincareschen Fundamentalgruppe F'') einer Fläche % sind bekanntlich die 
Klassen von ineinander unter Festhaltung eines bestimmten Punktes P auf % deformierbaren ge- 
richteten Kurven. 


Sei also P ein beliebig zu wählender, aber fester Punkt auf %; sei & eine beliebige Kurve 
auf % durch P. 


Wir suchen die Invarianten von & gegenüber stetigen Deformationen mit P als Fixpunkt. 
u — r 
Hierzu betrachten wir ein & = P,P,, wo P,(j=1,2) über P gelegen ist. — Weiter sei {R*} 
ein System von Kurven derart, daß die endliche, orientierte Schnittreihe von & mit {X“} definiert sei. 





!) cf. v. Kerekjärtö: Topologie I, p. 178, 
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Wir bilden dann eine erweiterte Schnittreihe von & mit {$°}; diese wird ebenso wie die 
gewöhnliche endliche, orientierte Schnittreihe gebildet — mit zwei Abänderungen: 


1. in die erweiterte Schnittreihe werden alle und nur die f(R*) aufgenommen, die P, von P, 
trennen; diese f($") brauchen also nicht noch überdies die Eigenschaft zu haben, M, von M,; zu trennen, 
wo M,M, — dem f(&), auf dem unser © liegt; 

2. die Auswahl der Punkte P,,P,, durch die die endliche aus der unendlichen Schnittreihe 
herausgegriffen wird, ist nicht mehr willkürlich, sondern durch den fest gewählten Punkt P bestimmt. 


Es hören also die zyklischen Permutationen auf, erlaubte Operationen zu sein; dies bleiben 
einzig noch die erlaubten Transpositionen. 


Ähnlich wie Satz 3 (cf. besonders den Hilfssatz (1), p. 236!) beweist man den 

Satz 3a: Die erweiterte Schnittreihe von & mit {KR} ist invariant gegenüber Deformationen 
von & mit P als Fixpunkt bis auf erlaubte Transpositionen. 

Ähnlich wie Satz 4 (cf. besonders Hilfssatz (a), p. 239!) beweist man den 

Satz 4a: Die Klasse von & ist durch die erweiterte, nichtorientierte Schnittreihe |S| mit Z 
eindeutig bestimmt, d. h. zwei Kurven &, (j = 1,2) sind unter Festhaltung von P ineinander de- 
formierbar, wenn |S,|— |S,|, d. h. durch erlaubte Transpositionen ineinander überführbar sind. 

Von dem Zusatz bleiben die Bedingungen 1. und 2. richtig. 


Seien jetzt & ‚G —= 1,2) zwei Elemente aus F, E, ihre nichtorientierten, erweiterten Schnitt- 
reihen mit dem Kurvensysten 2. 

Wir suchen die zu dem Element &,, = &, : &, zugehörige E,.- 

Man schreibe die Elemente von Z£, hinter denen von E, in ihrer Reihenfolge auf und erhält 
so eine Reihe E; auf diese können wir erlaubte Transpositionen anwenden; wird durch diese be- 
wirkt, daß in E zwei gleichnamige Elemente aufeinanderfolgen, so werden sie entfernt; fahren wir 
in dieser Weise solange, wie möglich, fort, so gelangen wir nach endlich vielen Schritten zu der 
gesuchten Schnittreihe; es gilt dann also in leicht verständlicher Symbolik: 


Eis = E, + E;. 
Daß E,, wirklich die gesuchte erweiterte Schnittreihe ist, sieht man leicht ein; denn einmal 


können in ihr höchstens die Elemente von EZ, und E, auftreten; andererseits wird aber eine Er- 
zeugende, die zweimal auftritt, nicht mehr P}? von Pi? trennen. 


$S 2. Die Dehnschen Normalformen '). 


Wir haben im $1 ein vollständiges Invariantensystem beliebiger Kurven- 
typen aufgestellt. Einen anderen Weg zur Charakterisierung einfacher Kurven- 
typen — d. s. solche, unter deren Individuen auch einfache Kurven vorkommen — 
deutet Dehn l.c. an: Er konstruiert Normalformen einfacher Kurven ?), die den 
Typus derselben vollständig charakterisieren sollen; wir werden zeigen, daß sie 
dies wirklich tun, d.h. daß zu jedem Typus einfacher Kurven 1. genau eine solche 
Normalform gehört und daß 2. zu verschiedenen Typen auch verschiedene Normal- 
formen gehören. 


I. Konstruktion der Dehnschen Normalformen. 


Außer den UK und SK wählen wir auf % noch ein System untereinander 
punktfremder Kurven: ZKi (i =1,...,2(p —2)) aus, derart, daß die ZK mit 





1) cf. Max Dehn: Autographierter Vortrag im Breslauer mathematischen Colloquium vom 
12. II. 1922. 


2) Er tut dies sogar für Systeme von endlich vielen, untereinander punktfremden, einfachen 
Kurven; cf. jedoch p. 246. 
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den SK zusammen % in 2(p —1) berandete Flächen zerlegen, die je einer 
Kugel mit drei Löchern homoiomorph sind!). Die ZK mögen so ausgewählt 
sein, daß sie mit den SK 
punktfremd sind und je 
mit genau zwei UK einen 
irreduziblen Schnittpunkt 
gemein haben. Die SK, 
UK, ZK werden orien- 
tiert, wie es in der Figur 
angegeben ist. F 
Unter einem PXKi Figur 1. 

'X=3S,U,Z) sei eine zu 

XKı isotope?) Kurve verstanden, die mit XKi auf % einen Ringbereich be- 
randet und für alle Z mit YKl genau dieselben irreduziblen Schnittpunkte gemein 
hat wie XKi. 

Unter einem d,; sei ein ganz-auf / gelegener, von SKi und einem PSKi beran- 
deter Ringbereich verstanden; weiter sei der Drehring des UKi ein ganz auf O ge- 
legener, von UKi und einem PUKi berandeter Ringbereich; schließlich sei 3, ein 
von ZKı und einem PZKi berandeter Ringbereich, derart, daß der PZKi ganz 
auf der rechten Seite des ZKi gelegen ist. Die d, und 5, seien untereinander 
punktfremd ausgewählt. 

Seien UKi und SKk untereinander punktfremd. Unter einer Trennungslinie 
TLik — für i=k auch TLi genannt — ist eine einfache Kurve zu verstehen, 
die, von ZK abgesehen, nur mit UKi und SKk je genau zwei irreduzible Schnitt- 
punkte in der Reihenfolge: UKi, SKk, UKi, SKk gemein hat. Ein von zwei 
TLik berandeter Ringbereich heiße d5(d; = d}). In Figur 1 findet sich eine 
TL 25. Unter der Urform einer Dehnschen Normalform sei ein System von 
endlich vielen, untereinander fremden, einfachen Kurven auf % verstanden, 
dessen einzelne Elemente TL, PXK und Kurven des Index J =O sind, welche 
mit den Randkurven der d,,3, und den UK nur irreduzible Schnittpunkte ge- 
mein haben. Die TZL und PXK mögen ganz im zugehörigen Ringbereich (d, Dreh- 
rıng des UK, 3, d*) liegen. 

Sei m;[l;] die Zahl der Schnittpunkte einer Urform mit SKi[ZKi], v,[A:] 
die Zahl der PSKi[PZKi] im d,[;,]: dann ist durch (*°” "®" r._ 
die Urform eindeutig bestimmt ®). Denn in den dreilöchrigen Kugeln, in die % 
durch die SKi und ZKi zerlegt wird, ist die Zahl der Verbindungen zweier ver- 
schiedener Ränder miteinander oder eines Randes mit sich selbst — in diesem 
letzten Falle haben wir es mit TL zu tun — durch die m;, l; eindeutig bestimmt. 

Wir numerieren jetzt die Schnittpunkte der Urform mit einem SKı[ZKı] 
von 1 bis m;[l;], in dem wir mit einem beliebigen Punkte beginnen und der Orien- 














!) sog. dreilöchrige Kugeln. 

2) cf. v. Kerdkjärtö: 1. c., p. 190. 

°) Für die Zahlenpaare der Urform gilt stets: m; »;=0, 1;-4;=0. 
Journal für Mathematik. Bd. 156. Heft 4. 
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tierung entsprechend weiterzählen. Ebenso erteilen wir den im Innern des Dd,[;, | 
verbundenen Schnittpunkten der Urform mit Randkurven des d,[3,] die gleiche 
Nummer, wie den zugehörigen Schnittpunkten mit SKi[ZKi). 

Unter einer Verdrehung der Urform um »;[4;]= 0 längs SKi[ZKi] versteht 
man folgendes: 

Man löscht den im d,[3,] gelegenen Teil der Urform und verbindet dafür den 
Punkt x auf SKı[ZKi] mit dem Punkte «+ »;[x + 4] auf PSKi[PZKi], der 
andern Randkurve des d,[3,], wobei im Sinne des Vorzeichens von »;[4;] weiter- 
zuzählen ist. Die neuen Verbindungen sollen untereinander punktfremd und ganz 
im d,[3,] gelegen sein und müssen. diesen unter Umständen mehrmals durchlaufen. 


Diese allgemeinste Dehnsche Normalform ist eindeutig durch 
en en. Mr 
a 
bestimmt }). 


II. Invarianz der Dehnschen Normalformen. 


1. Die Invarianten S, J (cf. Satz A, p. 239!) einer in Dehnscher Normalform 
befindlichen Kurve & sind durch die Dehnschen Zahlen: m,, v;, l;, 4, derselben ein- 
deutig bestimmt. 

Hieraus folgt dann, daß zu einer Dehnschen Normalform genau ein Kurven- 
typus gehört. 

Beweis: Bezeichnen wir mit T das System der SK, UK, ZK, so ist durch 
die Dehnschen Zahlen von & die Reihenfolge der Schnittpunkte von € mit Kurven 
aus T bis auf zyklische Permutationen eindeutig festgelegt, ebenso ihre Orien- 
tierung ?). Diese Schnittpunkte brauchen nicht sämtlich irreduzibel zu sein. Man 
hat Paare reduzibler Schnittpunkte von € mit einer Kurve aus T vor sich, sobald 
in der Reihenfolge der Schnittpunkte von € mit T hintereinander zwei entgegen- 
gesetzt orientierte Schnittpunkte von & mit derselben Kurve aus T auftreten, 
oder wenn dies durch erlaubte Operationen mit der Reihenfolge der Schnittpunkte 
zu erreichen ist. Läßt man nacheinander alle derartigen Paare reduzibler Schnitt- 
punkte aus unserer Reihe fort, so erhält man schließlich die endliche, orientierte 
Schnittreihe 7 von € mit T. 

Mit 7 ist ohne weiteres auch $ gegeben. Aus $ läßt sich ablesen, ob J = 0 
oder #0. 

Ist aber J#0 und kommen in $S nur SK vor, so wird J=0O oder =, 
je nachdem ob alle »,, 4; = 0 sind oder nicht ?). 





‘) Da eine Verdrehung um v;,+0[};$+0] nur in Frage kommt, wenn in der Urform v; = 0 
[4; = 0] ist. 

?2) Die Orientierung von Schnittpunkten ist in Übereinstimmung mit der Orientierung irredu- 
zibler Schnittpunkte zu definieren. 

®) Ein anderes Kriterium ist das folgende: Es wird J= U oder=0O, je nachdem ob beim 
Übergang von der Reihenfolge der Schnittpunkte mit T zur Schnittreihe UK weggelassen wurden 
oder nicht. 
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Ist schließlich J$& 0 und kommen in S nur UK vor, so wird J = / oder = /I, 
je nachdem was für ZK in T vorkommen, d.h. je nachdem ob diese ZK auf / oder 
auf /I gelegen sind, q.e.d. 

2. Die Dehnsche Normalform einer Kurve &, die einfachen Kurven homotop 
ist, existiert und sie bzw. ihre Dehnschen Zahlen sind durch die Invarianten S, J 
eindeutig bestimmt. 

Hieraus folgt, daß zu jedem einfachen Kurventypus genau eine Dehnsche 
Normalform gehört. 

Beweis: Wegen Satz 3, p. 238 und Satz 4, p. 239 ist durch S$, J ein- 
deutig auch die endliche, orientierte Schnittreihe 7 von E mit T bestimmt. - 
Wegen der Sätze 2, 3 können wir annehmen, daß C mit den Grenzkurven der 
d„3; und den UKi nur irreduzible Schnittpunkte gemein hat. Die beiden Grenz- 
kurven eines d,[3,] haben dann notwendig die gleiche Zahl positiv- bzw. negativ- 
orientierter Schnittpunkte mit €. 


Dadurch sind die Werte der m,, l; bestimmt und damit auch die Urform der 
Normalform, wenn € nicht zufällig ein PSK oder PZK ist, in welchem Falle wir 
allerdings nichts weiter zu beweisen haben. 

C ist auf genau eine Weise mit der Urform in Übereinstimmung und damit 
auf Dehnsche Normalform zu bringen. 

Wenn wir dies gezeigt haben, wird auch 2. bewiesen sein. — Die Dehnsche 
Normalform geht aus der Urform durch Verdrehungen hervor; bei diesen bleiben 
die folgenden vier Arten von Verbindungen in Ruhe: 


1. eines d, mit einem Dd,, (k + |) 
2. eines 5, mit einem 3, (k=#/) 
3. eines d, mit einem 3, 

4. eines d,[3,] mit sich selbst, 


welche je in einer der dreilöchrigen Kugeln gelegen sind, in die % durch die d,,3 
zerlegt wird. C mit der Urform in Übereinstimmung bringen heißt also, die ent- 
sprechenden Verbindungen von € in die durch die Urform geforderte Lage durch 
eine Deformation von & bringen. 


Die ersten drei Arten von Verbindungen werden durch ein Stück eines UK 
„gekennzeichnet‘‘, das eine ebensolche Verbindung ist, die vierte Art stellt ‚‚Ansatz- 
stellen“ für TL dar. 

Durch die Urform wird gefordert, daß von den Verbindungen der ersten drei 
Arten eine gewisse Zahl ganz auf O, der Rest ganz auf U gelegen ist, von denen 
der vierten Art, daß zwischen den Schnitten mit der Randkurve des d,[3,] genau 
einer mit einem UK liegt. 

Die Verbindungen der ersten drei Arten sind deshalb nur auf eine Art in die 
durch die Urform vorgeschriebene Lage zu bringen, weil man sie nur über die 
kennzeichnenden UK-Stücke hinwegdeformieren kann; ein gleiches gilt von den 
Verbindungen der vierten Art, da etwaige überzählige Schnitte mit UK je nur mit 
dem einen Schnitt mit der Randkurve transponiert werden können. 


Sorgen wir noch dafür, daß sich in keinem d,[},] Paare reduzibler Schnitt» 
33* 
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mit UK finden, so haben wir unsere Kurve auf Dehnsche Normalform gebracht ; 
wir haben auch gesehen, daß dies nur auf eine Weise möglich war, da die Urform 
eindeutig durch 7 bestimmt war und die Kurve nur auf eine Weise mit der Urform 
in Übereinstimmung gebracht werden konnte, q.e.d. 

Zusammenfassend ergibt sich der 


Satz 5: Zu jedem einfachen Kurventypus gehört genau eine Dehnsche Normal- 
form, zu verschiedenen aber verschiedene. 


III. Die Dehnschen Normalformen von Systemen von endlich vielen Kurven. 


Bemerken wir, daß die Urformen der Dehnschen Normalformen aus endlich 
vielen, untereinander punktfremden, einfachen Kurven bestehen, daß weiter die 
' Verdrehungen der Urform in keiner Weise so bestimmt sind, daß die sich ergebende 
Dehnsche Normalform nur aus einer einzigen Kurve besteht, so sehen wir, daß die 
Dehnschen Normalformen im allgemeinen Systeme von endlich vielen, unter- 
einander fremden, einfachen Kurven sind. — 

Zunächst folgt ohne weiteres aus den Sätzen 3, p. 238 und 4, p. 239: 


Irgendzwei Systeme von endlich vielen Kurven sind dann und nur dann homotop, 
d. h. durch gleichzeitige stetige Deformation aller Kurven des einen Systems ineinander 
überführbar, wenn sich eine solche eineindeutige Zuordnung der Kurven des einen 
zu denen des andern Systems finden läßt, daß die zugeordneten Kurven homotop sind, 
also in den Invarianten 5, J übereinstimmen. 


Durch eine geringe Modifikation des Beweises des Satzes 5 folgt hieraus 
dann der 

Satz 5a: Jedes System von endlich vielen Kurven, das wenigstens einem System 
punktfremder, einfacher Kurven homotop ist, läßt sich auf genau eine Weise auf Dehn- 
sche Normalform bringen; zwei Kurvensysteme lassen sich dann und nur dann auf 
die gleiche Normalform bringen, wenn sie homotop sind. 
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Über das Minimum von ganzen Funktionen. 


Von Guido Hoheisel in Breslau. 


Über das Minimum einer ganzen Funktion in einem von Nullstellen freien 
Gebiete sind keine sehr scharfen Abschätzungen bekannt. Diese Lücke auszu- 
füllen, ist das Ziel dieser Arbeit. Das nullstellenfreie Gebiet wird hier einfach zu- 
sammenhängend angenommen. Der Durchsichtigkeit halber sei es als gewöhnlicher 
Winkelraum 

a<argz<ß; (P—a<?2n) 


gedacht. Verallgemeinerungen in dieser Hinsicht werden am Schluß angegeben. 
Mit M(r) wird der Maximalbetrag von |f(z)| auf dem Kreise |z]| = r bezeichnet. 
Wir wollen beweisen: 

Ist die ganze Funktion f(z) in einem Winkelraum (a, 8) nullstellenfrei, dann 
gibt es zu positiven Zahlen e, 7 immer eine positive Zahl o = o(e, n), so daß 


I/(z)| > M”(r(1 + n)) 


im ganzen Winkelraum (a + e,ß— e) gilt. Dabei ist o eine geometrische Kon- 
stante, also unabhängig von f. 

Zum Beweise sei an eine Anwendung der Jensenschen Formel erinnert, die 
von Lindelöf bemerkt worden ist. 

In der Jensenschen Formel (die Annahme f(0) =1 bedeutet keine Ein- 
schränkung) 


1 rn r” 
in J log | f{re#)| dp a ’ 
WO 4)... .., d„ die Nullstellen von f(z) in |z| < r bedeuten, ist die rechte Seite sicher- 
lich positiv. 
Ist also für ein «> 0 ! die Länge aller Intervalle auf |z| =j, in denen 
If2)| < M” (r) 
ist, dann folgt 
0 < — F u log | f{re*)|dp < (2ar — D)log M(r) — lo log M(r). 
Mithin 
2ar—Ii(l-+0)>0 
u Ar 
1+0 
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Es sei nun r=r(e,n) kleiner als “ und kleiner als 2 Dann gibt es 


2 
mithin ein o, = o(r) derart, daß in jedem Bogenstück des Kreises |z| =r von 


der Länge 2zrr wenigstens ein Punkt liegt, für den 

If@)|> M*“r) 
ist. Es sei jetzt z irgendein Punkt in (a+ e,ß— e). Dann gibt es auf |z2| =r 
einen Punkt Z, so daß der Bogen (zZ) <rr und ferner 

AZ) > MT” (r) 
ist. Um Z werde der Kreis mit 2rr geschlagen, der wegen 7 < Z ganz in (a, ß) 
liegt. Der Punkt z liegt offenbar im Innern, denn es ist 

2 —Z| <rr. 


Wird dieser Kreis durch Ähnlichkeitstransformation auf den Einheitskreis 
|o|< 1 abgebildet, so daß der Punkt Z in den Nullpunkt geht, so verwandelt 
sich f(z) in eine Funktion 9(»). Der feste Punkt z hat seinen Bildpunkt in 


|| = 


9(w) ist nullstellenfrei. Ist M, das Maximum von g(w) in |o| 1, dann 
gilt nach einer Borelschen Ungleichung 


für alle |w|< o. Wegen 
M,<= M(r(1 + 2r)) 


folgt für den festen Punkt z 

If(@)| > Mir + ))" I/Z)] 

fa] > Mrd +27) > Mr +n))=M*ri+m) 
was wir beweisen wollten. 

Der Beweis bleibt wörtlich erhalten, wenn statt des gewöhnlichen Winkel- 
raums ein allgemeiner vorliegt, d. h. die Menge aller z, für welche 
a(r) <argz < ß(r) (<r<o) 
gilt. Dabei soll für große r 
lim inf (£(r) — a(r)) > 0 

sein. a(r) und ß(r) sollen außerdem stetig sein und ihre Differenzenquotienten 


wie = abnehmen, genauer 


hi 


la(r +h) —af(r)| < const. 2 


Es läßt sich auch dann 7 = r(e, n) so bestimmen, daß der Kreis um Z ganz 
innerhalb des Winkelraumes liegt. 
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